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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’introduire dans les phénomènes de piégeage des ondes dans l’atmosphère,
des phénomènes pouvant affecter considérablement leur propagation dans la direction horizontale. Nous
nous intéressons dans un premier temps aux ondes de montagne piégées et analysons leur amortissement
lorsqu’on prend en compte l’effet d’une couche limite. Nous nous limitons à un cadre théorique linéaire
incluant une couche limite basée sur la théorie de la longueur de mélange. Dans un premier temps,
l’absorption par la couche limite d’une onde stationnaire se propageant vers la surface fait l’objet d’une
étude approfondie car on pense que prendre en compte cette absorption modifie considérablement les
théories classiques des ondes piégées. On montre en particulier que cette absorption, que l’on mesure
par un coefficient de réflexion est contrôlée par un nombre de Richardson, J , mesuré dans la couche de
limite au dessus de la couche de surface, la réflexion diminuant lorsque la stabilité (J) augmente. Le
deuxième paramètre, za mesure la distance en dessous du sol à laquelle se trouve le niveau critique des
ondes stationnaire non dissipées. Si on prolonge linéairement en dessous du sol le vent incident sans tenir
compte de la couche de surface, cette prolongation linéaire atteint une valeur nulle en za. Ce paramètre
dépend directement de la valeur asymptotique de la longueur de mélange losrque l’altitude z →∞ et de la
longueur de rugosité z0 : lorsque la profondeur du niveau critique augmente, la réflexion des ondes est plus
forte. Dans un second temps, l’ajout du forçage par une montagne a permis d’étudier le développement
d’ondes piégées à l’aval d’un relief au regard des résultats obtenus sur la réflexion des ondes à la surface.
Les modes préférentiels et le taux de décroissance des ondes ont été étudiés, mettant en évidence une
forte atténuation des ondes en corrélation avec le coefficient de réflexion. Lorsque l’absorption des ondes
est importante mais que la hauteur de la couche limite est assez grande, des modes piégés interagissant
peu avec la surface apparaissent.

Dans un second temps nous nous sommes intéressés à la propagation horizontale des infrasons, piégés
dans un guide d’onde s’étendant sur toute l’atmosphère moyenne, et avons analysé comment celui-ci
était modifié par la présence d’ondes de gravité. Initialement, nous souhaitions considérer la propagation
à travers des ondes de montagne, en cohérence avec la première étude, mais cela c’est avéré compliqué
techniquement. Pour palier ce problème nous avons plutôt utilisé des champs d’ondes de gravité prédits par
une paramétrisation des ondes produites par la convection et par les fronts, paramétrisation opérationnelle
dans le modèle de climat de l’IPSL. A partir de flux d’Eliassen-Palm ayant des valeurs proches de celles
imposées dans le modèle de climat pour que celui ci prédise une circulation raisonnable dans l’atmosphère
moyenne, nous avons reconstruit des champs d’ondes pour 106 cas réels issus d’explosions à Hukkakero
en Finlande et enregistrés à la station d’infrasons de I37NO située à 321 km de la source. La sensibilité
aux différents paramètres sur les amplitudes de perturbation a d’abord été étudiée et montre l’impact de
3 paramètres contrôlant le déferlement des ondes, leur vitesse de phase caractéristique, et leur amplitude
à la source. Une étude de l’impact de ces champs avec des paramètres fixés a ensuite été faite. Nous avons
montré que les ondes de gravité impactent particulièrement l’amplitude des signaux stratosphériques
reçus dans des cas défavorables (guides d’ondes peu fermés) et ajoutent des petites structures dans les
signaux. En comparaison avec les signaux réels, les longueurs d’ondes présentes dans les signaux simulés
sont encore trop grandes même dans une configuration où la vitesse de phase caractéristique des ondes est
faible par rapport aux valeurs opérationnelles (10m/s). On montre aussi que les ondes de gravité peuvent
avoir un impact sur les temps d’arrivées de la phase stratosphérique en modifiant l’altitude à laquelle les
profils de célérité du son dépassent la valeur au niveau de la surface, c0.

Ces études ont plusieurs applications potentielles. En ce qui concerne les paramétrisations des mon-
tagnes d’échelles sous maille dans les modèles de prévision climatique et météorologique, les études com-
binant couche limite et ondes de gravité devraient permettre de réconcilier deux méthodes distinctes de
paramétrer les montagnes d’échelle sous maille : les paramétrisations prenant en compte ce qu’on appelle
la traînée orographique turbulente, et les paramétrisations traitant la dynamique contrôlée par les ondes
de gravité. En ce qui concerne les infrasons, améliorer la prévision de leur propagation devrait permettre
de mieux ajuster les paramètres de réglage des paramétrisations des ondes de gravité dans les modèles
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de climat. Il y a en effet peu d’observations directes et globales de ces ondes. Enfin, améliorer le cal-
cul des trajectoires des infrasons a une application directe dans le cadre de la surveillance du traité de
non-prolifération des armes nucléaires.

Abstract
The aim of this thesis is to introduce phenomena into the trapping of waves in the atmosphere that can

considerably affect their propagation in the horizontal direction. We first look at trapped mountain waves
and analyse their damping when the effect of a boundary layer is taken into account. We restrict ourselves
to a linear theoretical framework including a boundary layer based on mixing length theory. First, the
absorption by the boundary layer of a standing wave propagating towards the surface is studied in depth,
as it is thought that taking this absorption into account considerably modifies the classical theories of
trapped waves. In particular, it has been shown that this absorption, which is measured by a reflection
coefficient, is controlled by a Richardson number, J , measured in the boundary layer above the surface
layer, with the reflection decreasing as the stability (J) increases. The second is a parameter za measuring
the distance below the ground at which the critical level of undissipated standing waves is found. If we
linearly extend the incident wind below the ground without taking the surface layer into account, this
linear extension reaches a zero value at za. This parameter depends directly on the asymptotic value of
the mixing length at altitude z → ∞ and the roughness length z0 : as the depth of the critical level
increases, the reflection of the waves is stronger. In a second step, the addition of a mountain forcing
made it possible to study the development of trapped waves downstream of a relief with regard to the
results obtained on the reflection of waves at the surface. The preferential modes and decay rate of the
waves were studied, revealing strong attenuation of the waves in correlation with the reflection coefficient.
When wave absorption is high but the height of the boundary layer is high enough, trapped modes that
interact little with the surface appear.

Secondly, we looked at the horizontal propagation of infrasound, trapped in a waveguide extending
across the middle atmosphere, and analysed how this was modified by the presence of gravity waves.
Initially, we wanted to consider propagation through mountain waves, in line with the first study, but this
proved technically complicated. To overcome this problem, we instead used gravity wave fields predicted
by a parametrisation of the waves produced by convection and by fronts, a parametrisation that is
operational in the IPSL climate model. Using Eliassen-Palm fluxes with values close to those imposed in
the climate model to predict a reasonable circulation in the middle atmosphere, we reconstructed wave
fields for 106 real cases from explosions at Hukkakero in Finland and recorded at the I37NO infrasound
station located 321 km from the source. The sensitivity of the various parameters on the amplitudes of
disturbance was first studied and shows the impact of 3 parameters controlling the breaking of the waves,
their characteristic phase speed and their amplitude at the source. A study of the impact of these fields
with fixed parameters was then carried out. We have shown that gravity waves have a particular impact
on the amplitude of stratospheric signals received in unfavourable cases (waveguides that are not very
closed) and add small structures to the signals. Compared with the real signals, the wavelengths present
in the simulated signals are still too long even in a configuration where the characteristic phase velocity
of the waves is low compared with the operational values (10m/s). We also show that gravity waves can
also have an impact on the arrival times of the stratospheric phase by modifying the altitude at which
the sound celerity pro files exceed the value at surface level, c0.

These studies have several potential applications. With regard to the parameterisations of subgrid
scale mountains in climate and weather forecasting models, studies combining boundary layers and gra-
vity waves should make it possible to reconcile two distinct methods of parameterising subgrid sca le
mountains : parameterisations taking into account what is known as turbulent orographic drag, and pa-
rameterisations dealing with the inviscid dynamics controlled by gravity waves. As far as infrasound is
concerned, improved prediction of its propagation should make it possible to better adjust the parame-
ters used to parameterise gravity waves in climate models. There are few direct global observations of
these waves. Finally, improving the calculation of infrasound trajectories has a direct application to the
monitoring of the Nuclear Non-Proliferation Treaty.
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Chapitre 1

Introduction

L'essentiel du travail présenté dans cette thèse porte sur le piégeage d'ondes de courtes longueurs
d'onde (infrasons et ondes internes de gravité) dans l'atmosphère. Ce piégeage dans la direction verti-
cale induit des guides pour les ondes, soit en les forçant à retourner vers la surface dans la troposphère,
soit en les con�nant entre deux altitudes dans l'atmosphère moyenne (stratosphère et mésosphère). Ces
guides permettent aux ondes de se propager dans la direction horizontale sur de grandes distances si les
processus les dissipant ne sont pas trop forts. Dans cette thèse nous étudierons à la fois les infrasons, des
ondes sonores su�samment longues (et de fréquence basse) pour que les processus dissipatifs ne soient
pas trop forts, et les ondes de gravité de montagne pour lesquelles nous étudierons en détail comment
la dissipation dans la couche limite a�ecte leur propagation horizontale. Pour toutes les ondes étudiées
dans cette thèse, ce piégeage résulte des variations verticales de la température (strati�cation) et du vent
horizontal. Nous analyserons aussi en détail comment les ondes de gravité peuvent modi�er ces guides
d'ondes et a�ecter la propagation des infrasons.

Dans l'atmosphère neutre, il existe trois types d'ondes liés à trois mécanismes de rappel (force s'op-
posant aux mouvements pour rétablir l'équilibre) di�érents, qui correspondent souvent à des échelles de
temps et d'espace bien distincts. Le premier est lié à la compressibilité du milieu où une perturbation
du champ de pression induit un champ de vitesse transportant de la masse. Cela modi�e localement la
pression ; ce sontles ondes sonores . Le second est lié à la �ottabilité : toute parcelle d'air déplacée
verticalement dans un milieu strati�é est rappelée vers sa position d'équilibre, ce qui génèreles ondes
de gravité . Le troisième est lié à la rotation terrestre. En e�et, comme la rotation terrestre planétaire
varie dans la direction méridienne (le paramètre de Coriolis varie aussi), desondes de Rossby sont
créées. Plus précisément, pour que la vorticité absolue (rotation totale d'une parcelle d'air) soit conser-
vée, tout déplacement méridien induit une vorticité relative (rotation d'une parcelle d'air par rapport à
la surface terrestre) qui produit en réponse un autre déplacement méridien. Suivant leur type, ces ondes
sont d'échelles synoptiques ou planétaires, mais nous n'étudierons pas les ondes de Rossby dans cette
thèse.

1.1 Infrasons

Les infrasons sont des ondes acoustiques de basse fréquence (inférieure à 20 Hz) qui ont des origines
naturelles ou liées aux activités humaines. Parmi les sources naturelles, on trouve les éruptions volca-
niques, la houle océanique, les orages ou les tsunamis. Parmi les sources liées aux activités humaines, on
peut citer les explosions, les tirs de carrière, les éoliennes ou les fusées. L'enregistrement et l'étude de
ces ondes sont faits systématiquement dans le cadre du respect du Traité d'Interdiction Complète des
Essais nucléaires (TICE) signé le 24 septembre 1996. Les enregistrements infrasonores enregistrés par
les stations de surveillance du Système de Surveillance Internationale (SSI) ont pour but de permettre
la reconnaissance des sources à l'origine des signaux obtenus. C'est pour cela que, la modélisation de la
propagation des ondes infrasonores dans l'atmosphère est un axe de recherche développé au Commissa-
riat à l'énergie Atomique (CEA). Une incertitude majeure pour localiser les sources vient de l'impact des
�uctuations de l'atmosphère sur les conditions de propagation des infrasons sur de longues distances.

A�n de donner une première idée des régions permettant de guider les ondes sonores dans l'atmosphère
(c'est à dire des zones où les ondes sont con�nées), il est conventionnel de considérer que les échelles de
temps et d'extension horizontales sont su�samment courtes pour que l'on puisse décrire nos ondes sous
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

la forme de perturbations monochromatiques :

p0 = p(z)ei (kx � !t ) ; (1.1)

avec p' la perturbation du champ de pression,p son amplitude, k le nombre d'onde dans la direction
horizontale x, t le temps, et! la fréquence absolue des ondes. En ne considérant que les grandes fréquences
!̂ >> 1 (!̂ , la fréquence intrinsèque telle quê! = ! � ku avecu le vent horizontal) pour pouvoir négliger
les termes faisant intervenir la pesanteur, les équations linéarisées peuvent être combinées en une seule
équation pour les perturbations de pression :

d2p
dz2 +

 
! 2

C2
ef f (z)

� k2

!

p = 0 (1.2)

où Cef f =
p


rT + u(z) est la célérité e�ective avec T la température, 
 le coe�cient adiabatique, et
r = R=M . R = 8 :314 (J.mol � 1:K � 1) est la constante des gaz parfaits etM la masse molaire moyenne
qui vaut 29 (g.mol� 1) pour des altitudes inférieures à90 km. L'approximation de la célérité e�ective
permet d'inclure l'impact du vent sur la vitesse de propagation du son. Le terme entre parenthèse dans
l'équation (1.2) caractérise la structure verticale de la perturbation. Lorsqu'il est supérieur à0, celle-ci
peut se propager vers le haut, tandis que lorsqu'il est négatif, la solution s'atténue exponentiellement
avec la distance à son point source. Les altitudes où ce terme change de signe modi�ent la nature de
la solution qui passe de propagative à évanescente et sont appelées des points tournants. Les guides
d'ondes sont alors des zones où l'onde est propagative dans la direction verticale mais est piégée de part
et d'autre, soit par deux points tournants (guide d'onde dans l'atmosphère moyenne), soit par le sol et un
point tournant (guide d'onde troposphérique). Une manière classique de représenter ces guides d'ondes
est d'utiliser la méthode du tracé de rayon. Chaque solution monochromatique est un paquet d'ondes
ponctuel qui se propage à la vitesse de groupe le long de rayons. Pour reconstruire un champ d'onde on
considère alors un ensemble de paquets émis depuis une source située au sol avec des angles correspondant
à des vecteurs d'ondes de directions di�érentes. Lorsqu'un rayon est réfracté vers la surface, par exemple
parce qu'il rencontre un point tournant où la célérité e�ective est supérieure à sa valeur au sol, il revient
vers le sol (Pierce, 1989). Un exemple est montré �gure 1.1 où des rayons sont émis depuis la source,
située à 0 km, et réfractés à deux altitudes notables, 60 km et 120 km. Une conséquence de ces e�ets
géométriques de propagation des ondes est qu'ils peuvent créer des endroits où les rayons adjacents se
rejoignent (zones de caustiques) et des zones où aucun rayon ne passe (des zones d'ombres). Dans ces
dernières, l'énergie pénètre quand même par di�raction sur une profondeur qui dépend du spectre de
l'onde incidente. L'absorption atmosphérique, due à la viscosité de l'air, joue également un rôle sur la
propagation des infrasons. Elle est faible dans l'atmosphère moyenne pour les basses fréquences mais
peut être forte dans la couche limite lorsque la turbulence disperse les paquets d'ondes. La dissipation
moléculaire atténue toutes les ondes sonores au au-delà de 140km.

Figure 1.1 � Propagation des infrasons par méthode de tracé de rayon
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1.2. ONDES DE GRAVITÉ

1.2 Ondes de gravité

On désigne par "ondes de gravité" les oscillations produites par le déplacement de parcelles d'air
ramenées à leur position d'équilibre par la force de gravité et la �ottabilité. Ces ondes se propagent
verticalement et horizontalement à travers l'atmosphère, in�uençant des régions parfois très éloignées
de leur source. Leur propagation est cependant limitée par des phénomènes comme le déferlement, qui
survient lorsque l'amplitude de l'onde devient su�samment grande pour que celle-ci se brise, dissipant
ainsi son énergie. Leurs sources, multiples, sont représentées sur la �gure 1.2 et détaillées plus loin dans
cette section.

La première source majeure d'ondes de gravité est le relief (montagnes, canyons... désignés sous le
nom d'orographie) : lorsqu'un écoulement strati�é essaie de le franchir, des déplacements verticaux sont
induits et produisent des anomalies de �ottabilité. Ces ondes de montagne sont presque stationnaires, se
propagent verticalement, et ont une longueur d'onde horizontale allant du kilomètre à quelques dizaines
de km. En-dessous de ces échelles, l'e�et de la strati�cation ne se fait pas beaucoup sentir, et au-delà, la
force de Coriolis n'est plus négligeable. Ces ondes seront détaillées dans la section 2.3.

Figure 1.2 � Schéma représentant les sources des ondes de gravité et leur propagation (en bleu), modi�é depuis
(Sutherland et al., 2019). Le trait en pointil lé désigne la tropopause et les �èches en noir représentent le vent.

La convection est également source d'ondes de gravité avec un spectre spatial proche de celui des ondes
de montagne mais avec une structure temporelle bien plus riche (ce ne sont pas des ondes stationnaires)
(Kruse et al., 2023; Alexander and Holton, 2004). Trois mécanismes identi�és sont à l'origine des ondes
de gravité dans les situations convectives : les oscillations mécaniques des parcelles d'air autour de leur
niveau de �ottabilité neutre (Bretherton, 1988), le forçage adiabatique pour lequel les variations spatiales
et temporelles de chau�age convectif produisent des perturbations du champ de densité (Nicholls and
Pielke, 2000; Clark et al., 1986), et l'e�et d'obstacle (Clark et al., 1986). Ce dernier est causé par l'élément
convectif qui agit comme une barrière au �ux moyen et produit des ondes de manière similaire à une
source orographique. L'une des di�cultés pour bien représenter la source convective de ces ondes est son
intermittence qui s'ajoute au caractère non déterministe des caractéristiques des ondes émises. En e�et,
les ondes générées par la convection ont des caractéristiques appartenant à un large spectre de valeurs
de vitesse de phase, longueurs d'onde horizontales et verticales. Elles jouent un rôle important dans les
tropiques et in�uencent fortement la stratosphère et les modes de variabilité atmosphériques dans cette
région.

Les fronts et jets sont aussi une source importante d'ondes de gravité associées au �ux de grande
échelle à l'équilibre. Observées (Zhang and Yi, 2005; Plougonven and Teitelbaum, 2003) et simulées (Ka-
plan et al., 1997) depuis un certain temps, les ondes ainsi générées sont des ondes basse fréquence, aussi
appelées ondes internes de gravité pour lesquelles la rotation de la Terre joue un rôle important et dont la
fréquence est proche du paramètre de Coriolis (! � f ). Leur longueur d'onde horizontale est de quelques
dizaines de km contre une longueur d'onde verticale de quelques km. Les perturbations de vitesse de vent
qu'elles induisent sont typiquement de 5 à 8 m.s� 1. Les mécanismes permettant de générer des ondes de
gravité à partir des fronts et jets ne sont pas encore totalement compris mais trois processus peuvent être
identi�és comme étant les plus importants et font l'objet d'une revue de Plougonven and Zhang (2014).
Le premier est lié à l'évolution non linéaire d'un �uide à l'équilibre qui donne lieu à des régions localisées
hors équilibre créant les ondes de gravité. Ce phénomène est une généralisation de l'"ajustement géo-
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strophique". Le deuxième mécanisme est lié à la génération spontanée d'ondes par un �uide à l'équilibre
durant son évolution (Lott et al., 2012b). Dans le troisième mécanisme, des instabilités de cisaillement
mènent à la génération spontanée d'ondes de gravité de petites échelles (Lott and Teitelbaum, 1992).

Comme pour les ondes sonores, mais cette fois en négligeant l'e�et de la compressibilité et en incluant
la strati�cation, la structure verticale des ondes de gravité peut être décrite par une équation d'onde,
cette fois-ci sur les harmoniques de la vitesse verticale,w,

w0 = w(z)ei (kx � !t ) ; (1.3)

d2w
dz2 +

�
N 2

(U � !=k )2 �
Uzz

U � !=k
� k2

�
w = 0 : (1.4)

Ici N , la fréquence de Brunt Väisälä, mesure la strati�cation thermique (voir section 2.1) et U est le
vent horizontal dont la dérivée seconde sur la verticale est écriteUzz . k est le nombre d'onde horizontal
et ! la fréquence absolue. L'équation (1.4), dite de Taylor-Goldstein, est donnée ici dans le cadre d'une
onde unidirectionnelle dans l'approximation de Boussinesq. Comme pour les ondes sonores, on voit que
le terme entre parenthèse peut changer de signe avec l'altitude. Les altitudes où ce terme change de signe
sont à nouveau des points tournants où les perturbations changent de nature en ce qui concerne leur
propagation verticale. Nous reviendrons en détail sur les ondes de montagnes piégées, mais pour celles-ci,
le fait que le vent soit faible près du sol et plus grand en altitude délimite une zone où les perturbations
peuvent se propager verticalement à bas niveau mais ne peuvent pas atteindre la haute atmosphère.

Une autre caractéristique des ondes internes de gravité est que leur vitesse de phase!=k est assez
faible et n'est jamais très éloignée de la vitesseU de l'écoulement à l'endroit où elles sont émises. On
trouve régulièrement des altitudeszc où la vitesse de phase est égale au vent moyen,!=k = U(zc). Le
terme entre parenthèse de l'équation (1.4) devient alors in�ni et les ondes y sont généralement fortement
absorbées. On parle de niveaux critiques, qui se distinguent des niveaux tournants où les ondes sont
totalement ré�échies sans être absorbées. Nous verrons que pour les ondes de montagne, une dynamique
de type niveau critique se produit près du sol et nous expliquerons à partir de ce concept une partie des
propriétés absorbantes de la couche limite.

1.3 Structure de l'atmosphère

Comme nous le voyons dans les équations (1.2)-(1.4), les variations verticales de température et de
vent conditionnent la propagation verticale et les piégeages des ondes que nous étudions (nous verrons
plus loin comment la fréquence de Brunt-Väisälä est liée à la température). L'atmosphère, en moyenne
globale, est divisée en couches dont les altitudes limites sont déterminées par des changements de signe
du gradient vertical du pro�l de température (Figure 1.3). Celui-ci est contrôlé par l'absorption du
rayonnement terrestre et solaire.

La troposphère est la couche la plus basse de l'atmosphère, contenant environ 80% de sa masse. La
température y décroît du sol à latropopausesituée à une altitude d'environ 10km aux pôles et 18 km à
l'équateur. Cette décroissance verticale de la température provient en partie du fait que l'air y est chau�é
par le bas, par l'absorption du rayonnement infrarouge venant du sol. En e�et, les rayons solaires incident
ne chau�ent presque pas l'atmosphère qui est transparente aux rayons dans le spectre du visible, mais
elle n'est pas transparente aux infrarouges, renvoyés pas la Terre.

Au-dessus de la tropopause se trouve lastratosphère. Le gradient de température y est positif, résultant
du dégagement de chaleur lié à l'absorption des rayons ultraviolets par l'ozone. Cela rend la stratosphère
très stable : la convection est inhibée.

Située entre 55km et 90km, lamésosphèreest la couche la plus froide. Sa température diminue avec
l'altitude jusqu'à atteindre -100 °C. Au delà se situe lathermosphèredont le très fort gradient de tempé-
rature positif lui permet d'atteindre plus de 1000°C au-dessus de 300 km. Ce gradient est cependant lié
à un cycle de marée très marqué à ces altitudes. Plus haut, la notion de température devient discutable
localement car on trouve des régions où l'air est si ténu que l'atmosphère n'est plus à l'équilibre thermo-
dynamique local.

En réalité, ce pro�l de température n'est pas uniforme en latitude, par exemple en raison de la
di�érence d'énergie reçue par la Terre entre l'équateur et les pôles ; le pro�l varie aussi en fonction des
saisons. Pour mieux caractériser ces e�ets climatiques, il est conventionnel de représenter la température
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1.3. STRUCTURE DE L'ATMOSPHÈRE

Figure 1.3 � Structure thermique de l'atmosphère (Données CIRA)

moyennée sur la longitude (� ) en fonction de la latitude (� ) et de l'altitude ( z) :

�T(�; z ) =
Z 2�

0
T(�; �; z )d�: (1.5)

La �gure 1.4a montre ce champ en moyenne climatologique pour le mois de janvier. Dans la troposphère
(z < 16km), la température décroît de l'équateur vers les pôles car cette couche est forcée par la surface,
via entre autres l'absorption du rayonnement infrarouge émis par la Terre. En fonction des latitudes,
on peut voir que la température présente un minimum au niveau de la tropopause tropicale (autour de
z = 16km), et qu'elle décroît de manière monotone du pôle d'été au pôle d'hiver dans la stratosphère et
basse mésosphère (24km< z < 64km). On trouve même un maximum de température à la stratopause
(� 50km) de l'hémisphère d'été, c'est-à-dire à l'endroit où l'ensoleillement journalier est maximum en
Janvier : ce maximum résulte essentiellement de l'absorption des ultraviolets solaires par l'ozone. De
manière plus surprenante, autour de la mésopause (z � 80km), on trouve un minimum de température
près du pôle d'été, la température croissant vers le pôle d'hiver. Si on fait exception de sa structure
à la mésopause, on pourrait déduire que la climatologie de la température résulte essentiellement des
chau�ages infrarouges dans la troposphère et par absorption des UV dans la stratosphère. Le minimum
à la tropopause équatoriale est expliqué par l'excès de vapeur d'eau dans la troposphère à ces latitudes
qui atténue particulièrement les infrarouges dans cette région.

Aux grandes échelles spatiales, il est intéressant de noter que ces variations méridiennes de température
sont liées aux structures des vents par l'équilibre du vent thermique :

2! sin �
dU
dz

= �
R

aH
@T
@�

; (1.6)

où a est le rayon de la terre,R est la constante des gaz parfaits,z = H ln ps=p est la hauteur log-pression,
avecps la pression de surface etH l'échelle de hauteur caractéristique de l'atmopshère. Ainsi, les gradients
méridiens de température dans la troposphère se traduisent par deux jets venant de l'ouest au niveau
des tropiques sous la tropopause qui s'étendent presque jusqu'à la surface et caractérisent la circulation
dans cette couche (�gure 1.4b). Dans la moyenne atmosphère, la direction des vents zonaux dépend de
la saison : vers l'est dans l'hémisphère d'hiver et vers l'ouest dans l'hémisphère d'été, cette fois ci parce
que la température varie uniformément d'un pôle à l'autre.
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(a) Températures moyennes zonales en janvier. Les valeurs
< (> ) 230 K sont représentées en bleu (rouge)

(b) Vent moyen zonal en janvier, les valeurs négatives (posi-
tives) sont représentées en bleu (rouge).

Figure 1.4 � Températures et vent moyens zonaux en janvier, données CIRA.

1.4 E�et des ondes de gravité sur l'écoulement de grande échelle

Dans la section précédente nous laissions entendre que les forçages thermiques seuls induisent des
vents zonaux que l'on retrouve par équilibre du vent thermique. Cette vision ne résiste pas à un examen
approfondi des températures sur la �gure 1.4a. Si par exemple on calcule le champ de température en
équilibre radiatif avec le chau�age IR du sol et UV dans la stratosphère, les gradients de température sont
beaucoup trop marqués et les vents zonaux beaucoup trop forts. Un exemple frappant est à la mésopause
au-dessus du pôle d'été, la température y présente un minima marqué alors que l'ensoleillement est
maximum : on dit que l'atmosphère a été conduite hors de l'équilibre radiatif. À cette altitude, cela
est surtout dû aux ondes de gravité. Plus bas, les ondes de Rossby dans la moyenne atmosphère ou les
ondes baroclines (qui s'apparentent aux ondes de Rossby) dans la troposphère jouent des rôles tout aussi
importants.

Si on se limite aux ondes de gravité, on observe qu'elles extraient de la quantité de mouvement de
l'écoulement moyen à l'endroit où elles sont générées et la déposent lorsque l'onde est dissipée, repré-
sentant ainsi un forçage de l'écoulement moyen. Elles contribuent aussi bien à la météorologie locale en
contrôlant la dynamique des régions montagneuses qu'aux échelles planétaires et interannuelles en contrô-
lant la branche mésosphérique de la circulation de Brewer-Dobson, dé�nie dans le paragraphe suivant.

À l'échelle globale, les circulations sont souvent a�ectées par le forçage des ondes de gravité. Comme
ce forçage est une contribution dite non-géostrophique de la circulation générale, ses e�ets les plus mar-
quants aux moyennes latitudes se font d'abord sentir sur la circulation méridienne, comme la circulation
de Brewer-Dobson dans la moyenne atmosphère, et dans une moindre mesure sur la circulation de Hadley-
Ferrel dans la troposphère (sur cette dernière c'est surtout le cycle de vie des ondes baroclines qui est le
moteur dynamique). Si on revient à la circulation de Brewer Dobson, il s'agit d'une circulation méridienne
dans la moyenne atmosphère s'étendant jusqu'aux hautes latitudes et alimentée au niveau des tropiques
par un transport des masses d'air vers le haut. (Plumb, 2002). Cette circulation est principalement initiée
par le déferlement des ondes planétaires dans la stratosphère mais les ondes de gravité jouent un rôle
prépondérant dans la mésosphère. Elles provoquent une force s'opposant au vent zonal aux moyennes
latitudes ayant pour conséquence une circulation méridionale de l'hémisphère d'été vers l'hémisphère
d'hiver qui réchau�e l'hiver extra-tropical et refroidit l'été au niveau de la mésopause (Alexander and
Rosenlof, 1996; Okamoto et al., 2011). Dans les régions tropicales, où la force de Coriolis est faible, le
déferlement des ondes de gravité produit des e�ets directs sur les vents zonaux (c'est-à-dire sans passer
par les circulations méridiennes et leur impact sur la température). Ainsi, en collaboration avec les ondes
planétaires équatoriales, elles contribuent notamment au forçage de l'Oscillation Quasi Biennale dans la
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1.5. MÉTÉOROLOGIE DE MONTAGNE ET EFFET LOCAL DES ONDES

Figure 1.5 � Figure schématisant l'impact des ondes (McCormack et al., 2021)

basse stratosphère tropicale (z < 32km). Cette oscillation des régimes de vent zonaux près de l'équa-
teur dans la stratosphère a une période d'environ 28 mois et pourrait avoir des e�ets sur la variabilité
troposphérique dans les tropiques (Martin et al., 2019). cette oscillation vient d'un e�et de rétroactions
entre le déferlement des ondes de gravité (et donc le dépôt de �ux de quantité de mouvement) et l'écou-
lement moyen (Baldwin et al., 2001). Toujours au niveau de l'équateur mais au-dessus de l'oscillation
quasi-biennale (z > 32km), les vent zonaux moyens évoluent au cours du temps avec un cycle semi-annuel
(Semi Annual Oscillation) dont le phasage avec le cycle saisonnier varie en fonction de l'altitude. Cette
oscillation, et surtout sa phase d'Est dans la mésosphère est aussi en partie causée et in�uencée par le
déferlement d'ondes de gravité (Richter and Garcia, 2006) .

Les ondes de gravité ont aussi des e�ets plus locaux, aux échelles dites "méso"-échelles, dont elles
contrôlent en partie la dynamique. Ainsi, dans la troposphère, les ondes de gravité contrôlent l'organisation
de la convection de l'échelle de quelques km jusqu'à quelques dizaines de km (voire jusqu'aux échelles
d'organisation des systèmes convectifs mésoéchelles). Elles peuvent aussi initier la convection profonde
dans les tropiques et modeler l'environnement qu'elles traversent en créant des zones d'ascendance et
de descente d'air (Lac et al., 2002). De même, dans les moyennes latitudes, des cas d'orages violents et
organisés ont été associés à la génération et propagation d'ondes de gravité ayant une origine convective
(Miller and Sanders, 1980) ou liée à un jet (Stobie et al., 1983). En région montagneuse, les ondes
de gravité orographiques peuvent causer des vents de pente en surface très importants et impacter les
précipitations.

Si nous insistons sur cet aspect dans ce cadre introductif c'est parce que les e�ets globaux des ondes
de gravité sont paramétrisés dans les modèles de climat. Nous nous servirons de ces paramétrisations
pour caractériser leur signature locale et déterminer leur impact sur la propagation des infrasons.

1.5 Météorologie de montagne et e�et local des ondes

On a vu que les ondes de gravité jouent un rôle sur la circulation de grande échelle. Cependant elles
sont surtout connues pour leur impact sur la météorologie locale notamment en milieux montagneux. Bien
que les premières études sur la météorologie de montagne ne s'intéressaient pas aux ondes - Aristote en 340
avant JC ré�échissait déjà au lien entre la hauteur des montagnes et l'altitude des nuages - , leur impact
est signi�catif et s'inscrit dans un ensemble plus vaste d'e�ets locaux avec lesquels elles interagissent.
C'est dans les cent dernières années que le développement des instruments d'observation en parallèle
de la mise en place de campagnes de terrain nationales et internationales ont permis d'approfondir
nos connaissances dans ce domaine. De manière concomitante, les simulations numériques de �uides
géophysiques ont progressé rapidement et donné un moyen de tester les hypothèses formulées concernant
l'in�uence des montagnes sur l'atmosphère.

Le fait même que les montagnes soient hautes in�uence les conditions météorologiques qu'elles ren-
contrent. En e�et, si la température et la densité diminuent avec l'altitude, c'est également le cas pour la
quantité de vapeur d'eau contenue dans l'atmosphère. Ainsi, certaines hautes montagnes ne vont recevoir
que peu de précipitations car le contenu en vapeur d'eau des couches situées au-dessus d'elles est très
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faible. De même, l'altitude va in�uencer la phase des précipitations, importante pour deux raisons : leur
répartition et le stockage de l'eau à la surface de la Terre. En e�et, la di�érence de vitesse de chute entre
la pluie et la neige a�ecte la répartition des précipitations (la neige, plus lente, sera transportée plus loin
par le vent). De plus, l'eau liquide est captée par la végétation et le sol ou ruisselle immédiatement tandis
que la neige et la glace peuvent être stockées à la surface de la terre pendant des mois ou des années. Les
aspects géométriques du relief peuvent également expliquer les forts vents que l'on trouve au sommet des
montagnes : le vent augmente avec l'altitude car l'atmosphère est sujette à une friction moins importante
et les sommets assez hauts pénètrent dans des couches de vent plus fort. À cet e�et s'ajoute le fait que
les sommets atteignant une altitude importante sont généralement dépourvus de végétation, réduisant la
friction et laissant libre cours à de forts vents de surface.

En plus de réagir à un forçage thermique important, les montagnes provoquent des mouvements
verticaux de parcelles d'air (forçage dynamique). En fonction des conditions météorologiques, la réponse
de l'écoulement moyen peut être très disparate. Les caractéristiques du �ux incident sont déterminantes
pour les caractéristiques des perturbations ainsi créées.

Dans le cas où l'écoulement de grande échelle est au repos, un système de circulation de l'air généré par
des phénomènes thermiques dans la vallée se met en place. Lorsque la surface se refroidit (se réchau�e),
les couches de l'atmosphère près du relief vont être plus froides (chaudes) que l'air environnant et vont
induire un déplacement des parcelles vers le bas (haut). Les variations d'ensoleillement sont à l'origine de
ces �ux de chaleur et peuvent se traduire à l'échelle des pentes ou des vallées. Ainsi, on trouve des vents
montant les pentes le jour (vents anabatiques) et les descendant la nuit (vents catabatiques) (Whiteman,
1990; Poulos and Zhong, 2008). Les variations de température entre les vallées et les plaines participent
également à la mise en place d'une circulation d'amplitude plus grande. Les vents ont tendance à remonter
la vallée pendant la journée et la descendre la nuit. Ces derniers peuvent provoquer l'accumulation d'air
dense et froid dans les creux du terrain qui s'ajoutent au refroidissement radiatif en surface pour causer
une inversion de température et initier une cold pool (Clements et al., 2003; Rotach et al., 2008). Ces
couches très stables sont généralement diurnes mais peuvent persister plusieurs jours et sont souvent
associées à des périodes de pollution importantes.

En régime de vent plus fort, si l'atmosphère est très stable ou que la montagne est assez haute, un
phénomène appeléupstream blocking peut se mettre en place du côté incident. Une ligne de courant
spéci�que divise la partie inférieure de l'écoulement qui va rester bloquée ou contourner la montagne, et
la partie supérieure qui a assez d'énergie pour passer au-dessus du sommet. La partie de l'écoulement
bloquée va impacter fortement la formation des nuages et précipitations en provoquant par exemple des
ascendances beaucoup plus en aval de l'orographie (Banta et al., 1990). Les parcelles d'air qui atteignent le
sommet peuvent condenser si l'atmosphère est assez humide et donner lieu à descap cloudsqui entourent
le haut de la montagne. Ces nuages sont des nuages lenticulaires dont la base se situe sous le sommet. Elles
donnent également lieu à des ondes de gravité se propageant verticalement. Un premier critère dé�nissant
cette ligne de courant critique a été dé�ni par Sheppard (1956) et dépend du nombre de FroudeF de
l'écoulement et de la hauteur H de la montagne, mais Smith and Grønås (1993) a montré que cette
analyse n'est pas totalement correcte car elle ne prend pas en compte les forces de pression (Leo et al.,
2016). Le mécanisme est le suivant : lors du mouvement ascendant d'une parcelle d'air, une anomalie
positive de densité est créée qui résulte en une haute pression et décélère la vitesse des parcelles. Lorsque
cette anomalie est située sur la pente, les parcelles d'air redescendent la pente. Mais lorsqu'elle est située
au-dessus du sommet, les ondes de gravité déferlent proche de la surface en provoquant des vents de pente
très forts descendant le côté amont de la montagne (Clark, 1977).

En cas d'écoulement neutre et fort vent, si la pente de la montagne est raide, la couche limite se
détache de la surface au niveau du sommet et forme une basse pression du côté amont de la montagne.
Celle-ci provoque une ascendance des parcelles d'air près de la pente et un tourbillon va se former sous le
pic en rotation autour d'un axe horizontal. Lorsque l'air est humide, la condensation va se produire près
de la pente et donner un lieu à un type de nuage appelébanner cloud (Whiteman, 2000).

Un aspect important de cette thèse est de tenter de réuni�er ces di�érents mécanismes (Foehn, blocage,
et e�et d'abris) au sein d'un même formalisme combinant les théories des ondes de montagne et de la
couche limite.

1.6 Plan de la thèse

Le développement de théories sur les ondes de gravité permet de mieux comprendre les mécanismes
qui régissent leur propagation et impact sur l'atmosphère. Des simpli�cations, comme l'approximation li-
néaire, fournissent un cadre conceptuel pour analyser les processus physiques en jeu. Ces théories servent
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de fondement aux paramétrisations utilisées dans les modèles climatiques globaux et de prévisions du
temps. Un moyen de les calibrer et d'évaluer la précision des paramértisations consiste à exploiter la
propagation des infrasons. Les signaux enregistrés sont en e�et fortement in�uencés par les petites per-
turbations de l'atmosphère, et les mesures (amplitude et contenu fréquentiel) recueillies par un récepteur
situé à une certaine distance de la source, dépendent largement de cette variabilité de petite échelle.

Ainsi, cette thèse s'articulera autour de trois axes : le développement d'une théorie des ondes de gravité
se propageant dans une couche limite caractérisée par une longueur de mélange, l'impact d'une paramé-
trisation d'ondes non orographiques sur la propagation des infrasons, et, en perspective, les questions
relatives aux paramétrisations d'ondes orographiques.

La première partie de cette thèse se concentre sur les interactions entre les ondes de gravité orogra-
phiques et la couche limite, en adoptant une approche théorique. Le premier chapitre reprend les concepts
fondamentaux nécessaires à la formulation de la théorie des ondes de gravité orographiques développée
dans les chapitres 3 et 4. Le chapitre 3 se concentre sur la ré�exion d'ondes se propageant dans une couche
limite dé�nie par la théorie de la longueur de mélange, et le chapitre 4 étudie l'impact de cette ré�exion
sur la propagation des ondes piégées.
Dans la suite, l'in�uence des champs d'onde de gravité issus d'une paramétrisation d'ondes non orogra-
phique sur la propagation d'infrasons sont étudiés.
En�n, dans le chapitre 6, nous discutons des perspectives de ces travaux, à l'interface entre les deux
parties précédentes, pour ce qui concerne la paramétrisation des ondes de gravité orographiques.
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Chapitre 2

Rappels des concepts fondamentaux
utilisés

2.1 Ondes de gravité

Dans cette section, le formalisme des ondes de gravité � sans inclure leurs sources � est détaillé a�n
de comprendre leurs caractéristiques et leur in�uence sur l'atmosphère.

La stabilité de l'atmosphère dépend de sa strati�cation thermique en fonction de l'altitude. En e�et,
une parcelle d'air plus chaude, donc moins dense, que son environnement va monter tandis qu'une parcelle
d'air plus froide va descendre, c'est la force de �ottabilité. Cependant, comme la pression décroît avec
l'altitude, la température d'une parcelle qui monte en suivant un déplacement adiabatique diminue, et
elle va en partie s'alourdir. Pour prendre en compte ces e�ets combinés des variations de pression et
température, il convient de caractériser la �ottabilité d'une parcelle d'air par sa température potentielle,

� = T
�

P0

P

� R=C p

: (2.1)

Ici P est la pression,R la constante des gaz parfaits pour l'air etCp la capacité thermique à pression
constante de l'air. La température potentielle est une quantité thermodynamique centrale directement liée
à l'entropie de la parcelle d'air. Elle donne la température d'une parcelle d'air ramenée adiabatiquement
à un niveau de pression de référence,P0 = 1000 hPa. La stabilité de l'atmosphère est mesurée par le
gradient vertical de la température potentielle.

� d�
dz < 0, les mouvements verticaux des parcelles d'air sont ampli�és (par exemple, elles seront
toujours plus chaudes que leur environnement et continueront à monter), l'atmosphère estinstable.

� d�
dz = 0 , cas limite appeléatmosphère neutre.

� d�
dz > 0, l'atmosphère est statiquement stable : les parcelles d'air sont ramenées vers leur état
d'équilibre lorsqu'elles sont déplacées.

Di�érentes situations météorologiques résultent en des atmosphères plus ou moins stables. Dans la
troposphère sur les continents, l'atmosphère est généralement stable la nuit, ou en hiver, lorsque la sur-
face refroidit les couches de basse altitude. L'atmosphère peut alors se déstabiliser en partie l'après-midi.
Au-dessus de la mer, l'air est stable au printemps lorsque la température de la surface est plus froide que
l'atmosphère et instable pendant l'hiver. La stratosphère est une couche de l'atmosphère particulièrement
stable en raison de son gradient de température positif créé par le chau�age par l'ozone, maximum à la
stratopause.

Dans le cas d'une atmosphère stable (en négligeant les �uctuations du champ de pression associées au
déplacement), une parcelle d'air déplacée verticalement va e�ectuer des oscillations autour de sa position
d'équilibre avec une pulsationN satisfaisant

N 2 =
g
�

d�
dz

: (2.2)

Cependant, lors de mouvements adiabatiques, les �uctuations de pression ne peuvent être négligées. Il
n'en reste pas moins que cette fréquenceN , qui est la fréquence de Brunt Väisälä dans l'équation (1.4),
correspond à la fréquence maximale que peut avoir une onde interne de gravité. Dans les conditions tro-
posphériques moyennes, Holton (1992) estime sa valeur à0:012s� 1 dans la troposphère. Elle est proche
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de 0:02s� 1 dans la stratosphère.

Les ondes de gravité sont une conséquence directe de ces e�ets de stabilité. Une parcelle d'air forcée
à se déplacer verticalement va osciller et ces perturbations se propagent de proche en proche aux couches
de �uide supérieures. A�n d'étudier les ondes à partir des équations décrivant l'atmosphère, certaines
hypothèses pertinentes permettent de simpli�er le formalisme.

La première de ces hypothèses est celle delinéarité qui forme le point de départ de beaucoup d'études
théoriques. Elle permet d'éliminer les interactions entre les ondes et de faciliter la compréhension du phé-
nomène étudié. Cette hypothèse de linéarité a été renforcé par les travaux de Dörnbrack and Nappo (1997)
qui ont comparé un modèle linéaire et un modèle non-linéaire. Ils ont montré que les e�ets dynamiques et
les paramètres importants caractérisant le comportement non-linéaire des ondes de gravité (altitude du
déferlement, dissipation au niveau critique) pouvaient être correctement prédits par la théorie linéaire. En
revanche, les comparaisons entre théorie linéaire et observations sont souvent plus compliquées lorsque
la dynamique est rendue plus compliquée par des e�ets non-stationnaires et par la superposition de plu-
sieurs ondes interagissant entre elles (Nappo, 2002) : les interactions entre les ondes ne sont pas toujours
négligeables. Un des avantages de la théorie linéaire est qu'elle permet de séparer sans ambiguïté le vent
moyen des petites perturbations en écrivant par exemple :u = �u + u0 où �u est la composante moyenne
zonale du vent etu0 la perturbation du vent zonal).

Une seconde hypothèse, justi�ée lorsque les échelles verticales sont courtes, est l'approximation de
Boussinesq. Elle ne retient des �uctuations de température que celles qui a�ectent la �ottabilité et né-
gligent leurs e�ets sur la densité. L'approximation de Boussinesq permet de considérer l'écoulementnon
divergent (densité constante à travers le �uide, sauf pour les variations in�uençant la �ottabilité), ce qui
élimine les ondes sonores des solutions possibles. Nous ne la ferons que pour simpli�er le formalisme ou
dans le cas des interactions entre couche limite et montagnes.

En faisant ces deux hypothèses, les équations de Boussinesq linéarisées autour d'un état de base
uniforme (�u,�v, 0) s'écrivent,

@t u0+ �u@x u0+ �v@y u0; � fv 0 = �
1
� r

@x p0; (2.3a)

@t v0+ �u@x v0+ �v@y v0+ fu 0 = �
1
� r

@y p0; (2.3b)

@t w0+ �u@x w0+ �v@y w0 = �
1
� r

@zp0+ b0; (2.3c)

@t b0+ �u@x b0+ �v@y b0+ w0N 2 = 0 ; (2.3d)

@x u0+ @x v0+ @zw0 = 0 : (2.3e)

Dans ces équations,(u; v; w) est le vecteur de vitesse du �uide,f est la force de Coriolis etN la fré-
quence de Brünt-Väisälä. Les "primes" se réfèrent aux petites �uctuations autour de l'état de base. Les
trois premières équations sont les équations de conservation de mouvement horizontaux et verticaux,

l'équation (2.3d) est le bilan de �ottabilité où b0 = g
� 0

� r
est la �ottabilité et l'équation (2.3e) est l'équa-

tion de continuité traduisant l'incompressibilité sous les hypothèses énoncées plus haut. Les champs de
température potentielle et de pression sont dé�nis par :

� = � r + � 0(z) + � 0 (2.4a)

p = pr (z) + p0(z) + p0 (2.4b)

Les variablespr (z) et � r sont une pression et une température potentielle de référence,� r étant constant.
p0, � 0 sont des valeurs au repos de la pression et de la température potentielle, ils représentent la strati-
�cation au repos. Ainsi, la fréquence de Brunt-Väisäla est dé�ne par :

N 2 =
g
� r

d� 0

dz
: (2.5)

Notons que dans le cadre de l'approximation de Boussinesq, densité et température potentielle sont de
signes opposés, de telle sorte que

dpr

dz
= � � r g;

dp0

dz
= � r

� 0

� r
g: (2.6)
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2.1. ONDES DE GRAVITÉ

On utilisera comme valeur de densité de référence� r = 1 kg.m� 3, et comme température potentielle de
référence� r = 300K.

Les équations étant linéaires dans l'espace et dans le temps, il est naturel de chercher des solutions
sous la forme d'ondes monochromatiques :

w0 = ŵei (kx + ly + mz � !t ) (2.7)

où (k; l; m ) sont les nombres d'onde dans les trois directions, et! est la fréquence absolue. En substituant
les �uctuations dans l'équation (2.3), ces équations peuvent être combinées en une seule équation pour
l'amplitude des perturbations de vitesse verticale et on obtient la relation de dispersion :

!̂ 2 = ( ! � ~�u~k)2 =
N 2(k2 + l2) + f 2m2

(k2 + l2 + m2)
(2.8)

où !̂ est la fréquence intrisèque. Cette relation permet de relier la fréquence des ondes avec ses caractéris-
tiques spatiales(k; l; m ) et aux propriétés moyennes de l'atmosphère(N; ~�u). En fréquence, équation (2.8)
montre le spectre des ondes de gravité s'étend def , la force de Coriolis à N , la fréquence de Brünt
Väisälä aveck, l , et m des nombres réels souvent déterminés par la source des ondes. Dans la suite de
nos études, lorsque l'écoulement sera amené à varier verticalement, on considérera des valeurs locales du
nombre d'onde vertical m seulement. Elles pourront être négatives, traduisant alors le fait que les ondes
ne se propagent plus verticalement.

Figure 2.1 � Distribution des perturbations de vitesse du vent ( v0; w0), pression (lignes en rouges) d'une onde de
gravité. Les courbes bleues représentent les lignes de courant,v� est la vitesse de phase etvg la vitesse de groupe.
(modi�é à partir de (Durran, 1990))

Aux grandes fréquences, c'est-à-dire lorsque la force de Coriolis est négligeable, les ondes internes
de gravité présentent une propriété remarquable. Dans un milieu au repos, leur vitesse de phase et de
groupe, dans un milieu au repos est que la vitesse de phase et la vitesse de groupe,

~c� =
! ~k

k~kk2
et ~cg =

! 2m
(k2 + l2)(k2 + l2 + m2)

�
k; l; � (k2 + l2)

�
; (2.9)

sont telles que~c� :~cg = 0 : la vitesse de propagation des ondes de gravité se fait le long des lignes de phase
et perpendiculairement à la vitesse de phase (�gure 2.1).
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2.2 Interactions avec l'écoulement moyen

Les ondes de gravité transportent de la quantité de mouvement lors de leur propagation. Celle-ci est
extraite de l'écoulement moyen à l'endroit où les ondes sont créées, ou dans le cas d'ondes orographiques,
à la Terre elle même. Lorsque les ondes déferlent ou rencontrent un niveau critique (c'est-à-dire lorsque
leur fréquence intrinsèque!̂ = 0 ), elles déposent cette quantité de mouvement en créant une force sur
l'écoulement moyen appelée force de traînée oudrag en anglais, l'a�ectant localement. Ce nom suggère
trompeusement un ralentissement de la circulation alors que l'e�et des ondes peut se traduire aussi bien
par un ralentissement qu'une accélération du vent.

Le formalisme le plus simple pour décrire cette interaction est de considérer un cas non-tournant
avec un domaine pérodique. Dans ce cas, en moyennant les équations de la quantité de mouvement
horizontalement sur le domaine, on obtient l'équation suivante pour le vent moyen, toujours dans le
cadre de l'approximation de Boussinesq :

� r
@(�u; �v)

@t
= � @z (� r u0w0; � r v0w0): (2.10)

L'impact des ondes de gravité se fait alors sentir à travers le gradient vertical du �ux de quantité de mou-
vement horizontal (� r u0w0; � r v0w0). Cette formule est valable même quand l'écoulement de base (�u; �v; N 2)
varie dans la direction verticale. Dans ce cas, pour des ondes linéaires, non dissipées et stationnaires, Elias-
sen (1961) a montré que@z (� r u0w0) = 0 : l'onde n'interagit pas avec l'écoulement moyen. Il s'agit d'un
théorème de "non-interaction".

Les phénomènes menant à des interactions sont multiples, mais les deux plus importants se produisent
lorsque les ondes déferlent ou lorsqu'elles rencontrent des niveaux critiques. Le premier est inéluctable
au fur et à mesure que les ondes se propagent vers le haut : la densité de l'atmosphère diminuant avec
l'altitude, conserver le �ux de quantité de mouvement nécessite d'augmenter les perturbationsu0; v0. Par
relations de polarisations, cela amène à augmenter également la perturbation de �ottabilitéb0, menant à
des situations convectivement instables. L'onde déferle alors, ce qui limite l'amplitude du �ux de quantité
de mouvement à une valeur sous saturante pour laquelle@z � r u0w0 6= 0 . Ce faisant, elle induit une modi�-
cation du �ux de quantité de mouvement se traduisant par une force de traînée exercée sur l'écoulement
moyen.

Par ailleurs, la variation du vent avec l'altitude peut également mener au dépôt de quantité de mouve-
ment par les ondes. Lors de la propagation verticale d'une onde, sa fréquence absolue (! ) et son nombre
d'onde horizontal (~k ) ne changent pas. Si la vitesse du vent,~�u, varie avec l'altitude, alors la fréquence
intrinsèque !̂ (= ! � ~k:~�u) peut éventuellement devenir nulle. À ce niveau appeléniveau critique (zc), la
vitesse de phase des ondes vaut celle du vent moyen (c� = U(zc)) et d'après la relation de dispersion, la
longueur d'onde verticale � z ! 0 tandis que les perturbations de vent horizontalu0 ! 1 : l'onde oscille
de plus en plus jusqu'à être dissipée. Si l'amplitude initiale de l'onde est su�semment grande, des e�ets
non linéaires deviennent dominants bien avant l'arrivée aux niveaux critiques, amenant le déferlement à
nouveau. Dans certains cas, les distorsions de l'écoulement moyen induites sont si fortes qu'il peut se pro-
duire des ré�exions partielles avant même que l'onde n'atteigne son niveau critique (Lott and Teitelbaum,
1992).

2.3 Ondes de montagne

Les ondes de montagne sont des ondes internes de gravité étudiées depuis plus d'un demi-siècle. Leurs
propriétés sont à la fois liées à la forme et à la taille du terrain qui les créent, et aux propriétés du
�uide environnant (pro�ls verticaux de vent, strati�cation). Pour avoir un premier aperçu de ces ondes,
l'approche la plus simple est celle issue de la théorie linéaire lorsque l'écoulement incident est uniforme
U = cte, N = cte et perturbé par une montagne dont la hauteurh(x) ne varie que dans la direction de
l'écoulement incident. Dans les applications numériques, nous considérerons queh(x) est dé�nie comme
une gaussienne ayant pour hauteur maximaleH et longueur typique L :

h(x) = He� x 2

2L 2 : (2.11)

À titre d'exemple, nous considérerons que la longueur de la montagne, le vent moyen et la strati�cation
valent L= 1km, U� 10 m.s� 1, et N =0.012 s� 1. Ainsi, le nombre de Rossby aux moyennes latitudes
est Ro = U0

fL � 100 et la force de Coriolis peut être négligée. Par ailleurs, les ondes de montagne sont
stationnaires dans le référentiel du relief, et, dans ce cadre, les équations à l'intérieur de l'écoulement se
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simpli�ent en :

U
@u0

@x
= � @x p0; (2.12a)

U
@w0

@x
= � @zp0+ b0; (2.12b)

U
@b0

@x
= � N 2w0; (2.12c)

@x u0+ @zw0 = 0 ; (2.12d)

tandis que la condition à la limite à la surface stipule que la composante de l'écoulement normale à la
surface est nulle,

w0(h) = ( U0 + u0)(h)
@h
@x

: (2.13)

Notons ici que nous adoptons une condition à la limite non-linéaire tout en traitant l'écoulement avec des
équations linéaires. La validité de ce traitement a été montré par Long (1953), cela permet d'observer
certains phénomènes non-linéaires telles que les e�ets de Foehn, mais aussi de prédire avec une certaine
précision l'altitude de blocage des écoulements sur le �anc en amont de la montagne ou l'apparition du
déferlement (Smith, 1979). La deuxième condition à la limite utilisée est la condition dite deradiation .
Lorsque z ! 1 , toutes les ondes doivent avoir un �ux d'énergie vers le haut, c'est-à-dire une vitesse de
groupe orientée vers le haut, ou être évanescentes.

�u

Vitesse de groupe
intrinsèque

Vitesse de phase
intrinsèque

Vitesse de
groupe absolue�u

(a) Ondes se propageant verticalement

�u

(b) ondes évanescentes

Figure 2.2 � Ondes de montagne, modi�é depuis Durran (1990)

Pour trouver une solution linéaire, on se place dans l'espace de Fourier. Par exemple, pour la vitesse
verticale on peut écrire

w0(x; z) =
Z + 1

�1
ŵ (k; z)e+ ikx dk

où ŵ est la transformée de Fourier dew0. Bien que cette solution soit stationnaire, chaque harmonique a
une fréquence intrinsèque! = 0 nulle, il s'agit bien de mouvements oscillatoires lorsqu'on se place dans
le référentiel en mouvement. Dans ce référentiel, les oscillations ont pour fréquence intrinsèque :

!̂ = ! � kU = � kU:

et leur vitesse de phase intrinsèque :

ĉI =
!̂
k

= � U

est exactement opposée au vent incident. Dans ce cas, la structure verticale de l'onde reste celle des ondes
de gravité monochromatiques (équation (2.8)). Pour caractériser la direction de propagation de ces ondes
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il est aussi essentiel de calculer leur vitesse de groupe, ce qui nécessite de se placer dans le référentiel en
mouvement :

Ĉgx =
k2U

m2 + k2 � U = �
Um2

k2 + m2 ; Ĉgz =
@̂!
@m

=
N 2k2

(k2 + m2)2

m
Uk

La vitesse de groupe horizontale intrinsèqueĈgx est négative mais d'amplitude inférieure au vent inci-
dent, c'est-à-dire que la vitesse de groupe absolue est positive, les ondes vont se propager en aval (voir
�gure 2.2a). Le terme encadré est une contribution non-hydrostatique, ce qui veut dire que dans le cas
hydrostatique (par exemple lorsque lesk sont très petits) la propagation est purement à la verticale de
la montagne : la vitesse de groupe horizontale absolueCgx est nulle. Par ailleurs, pour que la vitesse
de groupe verticaleĈgz soit positive, c'est-à-dire que les ondes soient produites par la montagne et se
propagent vers le haut, les nombres d'ondem et k doivent être de même signe. Notons que dans certains
cas la résolution de (2.8) donne desm imaginaires, les ondes sont alors évanescentes dans la direction
verticale (�gure 2.2b).

Pour clari�er ces points et évaluer le système d'onde on peut noter que le système d'équation (équa-
tion (2.12)) peut être combiné en une seule expression pour la vitesse verticale, c'est l'équation de Taylor
- Goldstein,

@2ŵ
@z2

+ ( S2
c � k2 )ŵ = 0 ; avecS2

c =
N 2

U2 ; (2.14)

où Sc est le paramètre de Scorer. Cette équation doit être résolue pour chaque nombre d'onde et la
solution dans l'espace physique est obtenue en sommant toutes les contributions des ondes. Le signe de
S2

c � k2 permet de connaître la nature évanescente ou propagative de l'onde considérée :

� Si k2 > S 2
c , les solutions de cette équation pour une longueur d'onde donnée s'écrivent :

ŵ (k; z) = Ae
p

k 2 � S2
c z + Be�

p
k 2 � S2

c z (2.15)

Le premier terme décrit une onde dont l'amplitude augmente exponentiellement avec l'altitude, ce
qui n'est physiquement pas possible ; on a doncA = 0 . L'onde décrite ici est évanescente, ayant
des lignes de phase verticales et une amplitude qui décroît avec l'altitude.

� Si S2
c > k 2, les solutions s'écrivent :

ŵ (k; z) = Aeimz + Be� imz ; avecm = sign(k)
p

S2
c � k2 (2.16)

Nous avons vu que les ondes de montagne ont une vitesse de groupe verticale dirigée vers le haut,
forçant m et k à être de même signe. L'exponentielle ayant un signe positif traduit une onde se
propageant vers le haut, et l'exponentielle ayant un signe négatif une onde se propageant vers le
bas. Dans le cas d'une simple source à la surface et d'un écoulement uniforme, aucune onde ne
peux se diriger vers le bas, on a doncB = 0 .

Le terme Sc = N
U agit comme un nombre d'onde decoupure entre les ondes propagatives et évanescentes.

Comme précédemment, le terme encadré dans l'équation (2.14) est un terme non-hydrostatique, il induit
une dépendance de la solution au nombre d'onde.

Les constantesA et B des équation (2.15) et (2.16) sont déterminées grâce aux conditions aux limites,
ce qui nécessite de résoudre une équation intégrale :

Z 1

�1

�
ŵ (k; h(x)) �

dh
dx

(x)û (k; h(x))
�

eikx dk = U(h(x))
dh
dx

(x): (2.17)

Dans des situations plus complexes que celle étudiée ici, cette équation peut devenir mal conditionnée
numériquement, mais il s'avère que la résolution de ce problème linéaire avec des conditions aux limites
non linéaires est grandement simpli�é dans le cadre du formalisme en coordonnées curvilignes que nous
utiliserons dans les chapitres suivants.

Pour analyser la réponse de l'écoulement au forçage orographique, il est important de noter que notre
problème est contrôlé parN = 4 données,U, N , H , et L ne faisant intervenir que D = 2 dimensions,
la distance et le temps. La vitesse verticale ne fait intervenir, elle aussi, que ces deux dimensions. Si on
applique le théorème� de l'analyse dimensionnelle, cela veut dire que les données du problème peuvent
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2.3. ONDES DE MONTAGNE

être ramenées àN � D = 2 paramètres non dimensionnels. Les deux les plus employés sont le nombre de
Froude et la hauteur non dimensionnelle de la montagne :

Fr =
U

NL
et HN =

NH
U

:

(a) Fr=100 (b) Hydrostatique, Fr=0.1 (c) Non-hydrostatique, Fr=0.5

Figure 2.3 � Champ de vitesse verticale (positive en rouge, négative en bleu) et de �ottabilité (en gris) créées par
une montagne, pour di�érentes valeurs du nombre de Froude, et pour H = 0 :3.

Le premier compare le temps caractéristique des oscillations produites par la strati�cation (N � 1) au
temps mis par les parcelles d'air pour traverser l'obstacle (L=U). Si Fr est grand, l'écoulement va trop
vite pour que les parcelles d'air aient le temps de sentir l'e�et de la strati�cation, il y aura peu d'ondes
internes. Au contraire, si Fr est petit, les ondes internes auront largement le temps de se développer
en réponse à la montagne. Il est assez naturel que ce paramètre puisse être lié, pour une montagne de
longueur caractéristique donnée, à la longueur d'onde de coupureSc = N=U. En e�et, pour une longueur
L donnée, les nombres d'onde horizontaux caractéristiques forcés par la montagne sont de l'ordre de
1=L. Si on reprend les expressions (2.15) et (2.16), la plupart des ondes forcées seront propagatives et
quasi hydrostatiques si1=L << S c, c'est-à-dire si Fr << 1. Dans ce cadre quasi hydrostatique, toutes
les ondes se propagent verticalement au-dessus de la montagne (Fig. 2.3(b)). De la même manière, la
plupart des ondes seront évanescentes siFr >> 1 ce qui est illustré sur la Fig. 2.3(a) tandis que pour les
valeurs intermédiaires deFr , ondes évanescentes et progatives co-existent. Pour la partie propagative, la
composante non-hydrostatique reste importante et les ondes se propagent en aval (Fig. 2.3(c)).

(a) H N = 0 :2 (b) H N = 0 :6

Figure 2.4 � Champ de vitesse verticale (positive en rouge et négative en bleu) et de �ottabilité (en gris) créées
par une montagne, H N = 0 :2 et H N = 0 :6 pour F r = 0 :1.

Le deuxième paramètre (HN ) est tout aussi important. Dans le cas hydrostatique, il mesure le rapport
entre la hauteur de la montagne et la longueur d'onde verticale des ondes de gravité (m = N=U dans ce
cas). Si on imagine qu'une parcelle à la surface est élevée pour franchir la montagne en amont, la théorie
des ondes prédit qu'à une hauteur proche de1=m, le signe de la vitesse verticale peut changer. Si cette
altitude est située sous le sommet de la montagne, les parcelles d'air ne la franchissent pas, la théorie
linéaire n'est plus adaptée. Ce paramètre contrôle donc les e�ets non linéaires. Quand il est petit, on voit
sur la �gure 2.4a un système d'onde de petite amplitude et des surfaces isentropes (qui sont aussi des
lignes de courant) peu déformées. Quand il est grand, on remarque des surfaces isentropes qui s'écartent
en amont (c'est un début de blocage), et qui plongent en aval (c'est un e�et de Foehn avec des vitesses
verticales descendantes très grandes). On observe aussi qu'au-dessus de la montagne, l'onde de gravité est
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à la limite du déferlement. C'est la limite de validité de notre modèle linéaire. Pour être complet, il est
important de noter que pour les grandes valeurs deHN , le blocage en amont ne s'étend jamais jusqu'en
x = �1 : l'écoulement se sépare horizontalement et se met à contourner l'obstacle comme illustré dans
le cas tridimensionnel sur la �gure 2.5.

(a) H N < 1 (b) H N > 1

Figure 2.5 � Sensibilté à H N dans le cas tri-dimensionnel : a) non-séparation et b) séparation de l'écoulement
autour de la montagne (Smith, 1989).

2.3.1 Ondes piégées

Dans la plupart des cas cependant, les pro�ls deU et N changent avec l'altitude. Lorsque le paramètre
de Scorer diminue avec l'altitude, certaines ondes se propageant vers le haut dans les basses couches
peuvent être ré�échies vers la surface de la Terre. Elles se propagent alors horizontalement entre le sol et
l'altitude où elles sont ré�échies et portent le nom d'ondes piégées.

Considérons une atmosphère à deux couches traversées par un vent uniforme mais d'intensité di�érente
telle que U1 < U 2 (�gure 2.6). On peut écrire l'équation de Taylor Goldstein pour chacune des couches :

d2ŵ i

dz2 + ( S2
ci

� k2)ŵ i = 0 ; i = 1 ; 2 (2.18)

S2
c1

=
4N 2

U2
2

; S2
c2

=
N 2

U2
2

(2.19)

La couche n°2 ne contient que des ondes se propageant vers le haut ou des ondes évanescentes. En e�et,
lorsque k2 < S c2, ŵ 2 se traduit en une exponentielle décroissante avecz. Dans la couche inférieure,
la ré�exion de certains modes à l'interface entre les deux couches peut permettre une propagation des
ondes à la fois vers le haut et vers le bas. Les modes piégés sont les modes satisfaisant la condition
S2

c2
< k 2 < S 2

c1
: ce sont des ondes évanescentes dans la couche supérieure et propagatives dans la

couche inférieure. Les ondes se propageant vers le haut et vers le bas vont se superposer et donner lieu
à des phénomènes de résonance. Les lignes de phase des ondes sont alors verticales et la propagation
horizontale. Plusieurs modes peuvent être piégés, dont l'amplitude dépend de la hauteur de la couche
limite et des caractéristiques de la montagne. Le piégeage des ondes est favorisé lorsqu'une couche très
stable se développe dans la basse atmosphère ou que le vent croît rapidement avec l'altitude. Si l'on
ne prend pas en compte l'e�et de la couche limite atmosphérique sur la propagation des ondes piégées,
celles-ci se propagent à l'in�ni. En e�et, par la forte dissipation présente dans cette couche, l'amplitude
des ondes piégées va diminuer progressivement derrière la montagne.

z

x0

Onde
évanescente Onde

propagative

Onde piégée

"Turning altitude"

(D)

U2

U1 =
U2

2

ŵ 2 = Aeim 1 z + Be� im 1 z

m1 =

(
sgn(k)

p
S2

c1
� k2 si k2 < S 2

c1

i
p

k2 � S2
c1

si k2 > S 2
c1

ŵ 1 = eim 2 z

m2 =

(
sgn(k)

p
S2

c2
� k2 si k2 < S 2

c2

i
p

k2 � S2
c2

si k2 > S 2
c2

Figure 2.6 � Schéma du modèle à deux couches
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2.3.2 Propagation des ondes de montagne

Lorsque les ondes de montagne sont créées, elles provoquent une haute pression du côté amont de
l'orographie et une basse pression du côté aval. Ainsi, l'onde exerce une force sur la montagne dans le
sens de l'écoulement ; une force d'intensité égale est alors exercée depuis l'obstacle sur le �uide : c'est la
force de traînée.

Dans le cas non dissipatif, le tenseur des contraintes peut être résumé à son seul terme de pression.
Pour une atmosphère en deux dimensions dans le cas stationnaire, l'équation linéaire pour la conservation
de quantité de mouvement horizontale (équation (2.12a)) peut être multipliée par la topographieh(x) et
intégrée surx pour obtenir (Nappo, 2002) :

Z + 1

�1
� r u0w0 = �

Z + 1

�1
p0dh

dx
dx

| {z }
D

(2.20)

La di�érence de pression autour de l'orographie donne lieu à une force de traînée,D (pour Drag), tradui-
sant la force exercée par l'écoulement sur l'obstacle. Elle est compensée par un �ux vertical de quantité de
mouvement porté par les ondes. Comme nous l'avons vu dans la section 2.2, dans le cas linéaire, non dis-
sipatif et stationnaire, Eliassen (1961) a montré que ce �ux est conservé sauf lorsque l'onde déferle ou au
voisinage d'un niveau critique (lorsque U=0). L'in�uence du déferlement des ondes sur l'écoulement moyen
peut alors être déterminé par le signe de@zu0w0. D'après la relation de continuité (équation (2.12d)), on a
u'=- m

k w0. Or, on a montré dans la section 2.3 quem et k doivent être de même signe ; on a doncu0w0 < 0
pour des ondes se propageant verticalement et leur déferlement ralentira l'écoulement (@zu0w0>0).

Pour un faible nombre de Froude (cas hydrostatique) et des petites montagnes (HN << 1), Smith
(1979) a montré que ce �ux pouvait s'écrire :

D / NUH 2 (2.21)

La traînée due à l'onde est linéaire en U et indépendante de la largeur de la montagne. Dans le cas d'un
écoulement autour d'une montagne dont la hauteur adimensionnelleHN � 1 (non linéaire), le vent près
de la surface peut avoir une vitesse trop faible pour passer la barrière du relief. Une partie de l'écoulement
va être bloquée et déposer la force de traînée qu'elle transporte à bas niveau. C'est ce qu'on appelle le
blocked �ow drag.

Pour des nombres de Froude grand, pour lesquelsFr = U=(NL ) >> 1, l'écoulement est caractérisé
par une strati�cation neutre (couche limite turbulente), les ondes sont évanescentes et ne peuvent pas
transporter de quantité de mouvement loin du relief. Dans ce cas, il existe aussi une force de traînée qui
porte le nom deform drag mais qui est essentiellement due aux interactions entre la turbulence de couche
limite et la montagne. Dans ce cas, la montagne déforme la couche turbulente et la friction turbulente
associée, ce qui induit une di�érence de pression de surface entre ses deux côtés. L'écoulement est alors
plus rapide à l'amont (du côté du vent incident) qu'à l'aval : on parle d'e�et d'abri. Pour des petites
pentes, la couche limite ne se détache pas de la surface du côté opposé au vent et ce mécanisme s'appelle
e�et d'abri sans séparation (non-separated sheltering(Belcher and Wood, 1996)). Pour des pentes plus
importantes, la couche limite peut se séparer du relief avec une région de "re-circulation" (Raupach and
Finnigan, 1997). Qu'il y ait une séparation ou pas de la couche limite, la région située derrière la montagne
est caractérisée par des vents plus faibles et une turbulence plus importante.

Les liens entreform drag et turbulence ont poussé le développement de paramétrisations basées sur
une longueur de rugosité "e�ective" permettant de simuler une valeur plus élevée du stress en surface
causée par l'orographie sous maille. Cependant, son estimation est basée sur une théorie de couche limite
neutre qui n'est plus valable lorsque l'écoulement moyen devient strati�é (Belcher and Wood, 1996).
L'idée d'utiliser une longueur de ruguosité "e�ective" pose un certain nombre de problèmes tels que des
vents très faibles à bas niveau dans les régions où la longueur de rugosité est très forte. Ainsi, Wood
et al. (2001) a construit une paramétrisation basée sur un pro�l explicite de traînée orographique. A�n de
prendre en compte les échelles multiples composant le relief, Beljaars et al. (2006) a introduit les spectres
de l'orographie dans cette méthode.

D'un autre côté, les paramétrisations basées sur les théories d'écoulements strati�ées se sont dévelop-
pées a�n d'estimer la force de traînée à haut niveau liée aux ondes de montagne et à bas niveau celle
qui est due aux blocages. La limite de largeur de montagne estimée pour basculer d'une paramétrisation
représentant le form drag à celle qui traduit la force de traînée des ondes de gravité est deL = 5000 m.
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Cependant, ce critère, indépendant de la nature de l'écoulement, est questionnable.

2.4 Couche limite atmosphérique

La couche limite atmosphérique (CLA) est une couche de l'atmosphère très in�uencée par ses inter-
actions avec la surface de la Terre. Elle a un temps de réponse aux perturbations très court, de l'ordre
de l'heure ou moins, et présente une variation diurne de température et d'extension verticale.
La viscosité de l'air impose à la vitesse du vent de s'annuler à la surface (no slip boundary condition, ou
condition de non-glissement) causant de forts cisaillements de vent horizontaux, sources de turbulence.
À ce processus s'ajoute la convection, source de turbulence causée par le réchau�ement de la surface
de la terre pendant la journée. Les tourbillons ainsi créés jouent un rôle crucial pour assurer l'équilibre
énergétique à la surface par le transport de chaleur et humidité loin de celle-ci et maintenir l'équilibre
de quantité de mouvement par son transport vers la surface (Holton and Hakim, 2013). La profondeur
de la couche limite atmosphérique découle de ces transports turbulents et peut varier de 30m pour des
conditions stables à 3 km pour des conditions très convectives.

Ces �ux et transports en région montagneuse sont rendus complexes par l'orographie et nécessitent
de s'intéresser précisément aux interactions entre la couche limite atmosphérique et le relief.

2.4.1 Couche limite atmosphérique perturbée par l'orographie

La connaissance des processus météorologiques dans la couche limite en région montagneuse est pri-
mordiale pour de nombreuses applications pratiques. Les vents de surface ont notamment besoin d'être
pris en compte pour la caractérisation climatique de certaines zones (par exemple pour l'agriculture) ou
la plani�cation de nouvelles infrastructures (estimer les endroits propices à accueillir des éoliennes (Me-
roney et al., 1978)). Le transport et la di�usion de polluants peuvent être a�ectés par les modulations
de la couche limite apportées par l'orographie impactant les personnes vivant dans ces régions mais aussi
l'environnement (Giovannini et al., 2020). Les dowslope windstorms, vents forts descendant les pentes,
rendent compliquée la maîtrise des feux se déclenchant en région montagneuse (Abatzoglou et al., 2023).
En e�et, ils rendent leur intensité et direction de propagation imprévisibles.

Jackson and Hunt (1975) ont proposé une théorie linéaire pour comprendre comment le relief perturbe
la dynamique de couches limites neutres. Elle a ensuite été développée par Belcher et al. (1993) puis
Belcher and Wood (1996) pour estimer leform drag provoqué par ces interactions.

L'approche qu'ils ont adoptée s'appuie sur une méthode asymptotique : elle consiste à diviser l'écoule-
ment incident en deux régions distinctes : une régionintérieure de hauteur l sur la �gure 2.7 dans laquelle
le pro�l de vent basé sur la théorie de la longueur de mélange (voir section 2.4.2) est très cisaillé ce qui
impacte fortement l'écoulement moyen, et une régionextérieure non dissipative pour laquelle la strati�-
cation joue un rôle (contrairement à la région intérieure). Ces deux régions sont de nouveaux divisées en
sous-couches. La couche intérieure comporte une couche de surface très �ne qui résout correctement les
conditions aux limites en surface, et une couche caractérisée par le cisaillement fort de vent. La région
extérieure est non dissipative mais la couche appeléemiddle layer sur la �gure 2.7 est tout de même
très impactée par le cisaillement de vent, tandis que la partie supérieure de la couche extérieure est af-
fectée par les forces de �ottabilité et de pression. La couche extérieure est décrite par des équations de
�ux potentiel : les ondes de gravité ne peuvent pas s'y propager. Les équations résolues dans les régions
extérieures et intérieures sont ensuite raccordées par leur développement asymptotique.

2.4.2 Théorie de la longueur de mélange

Les équations décrivant la CLA doivent prendre en compte les mouvements turbulents qui la caracté-
risent. Pour cela, les variables clefs décrivant le �uide sont décomposées en une superposition d'une valeur
moyenne et de �uctuations (e.g.u = �u+ u0). Les Reynolds Average Navier Stokes Equations(RANS) sont
dérivées en moyennant les équations ainsi obtenues. Par exemple, si l'on considère l'équation de bilan
pour la quantité de mouvement horizontal dans une atmosphère en deux dimensions (x; z) :

@u
@t

+ u
@u
@x

+ w
@u
@z

= �
1
�

@p
@x

+ � (
@2u
@x2

+
@2u
@z2

); (2.22)

avec � un coe�cient de viscosité cinématique présent dans le terme traduisant la contrainte visqueuse.
La forme RANS de cette équation est :
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Figure 2.7 � Régions de l'écoulement (modi�é depuis Carruthers and Hunt (1990))

@�u
@t

+ �u
@�u
@x

+ �w
@�u
@z

= �
1
�

@�p
@x

+ � (
@2 �u
@x2

+
@2 �u
@z2

) �
@u0u0

@x
�

@u0w0

@z
(2.23)

Les termes� u0u0 = � xx et � u0w0 = � xz sont des termes de covariance appelés "tenseurs des contraintes de
Reynolds" qui décrivent des �ux turbulents. Ils traduisent l'interaction entre la turbulence et l'écoulement
moyen (voir section 2.2). Ils sont d'ordre de grandeur comparable aux autres termes dans la couche limite
et souvent négligeables au-delà. Les équations ne sont alors pas fermées car il y a plus d'inconnues que
d'équations. Les termes de covariances peuvent être paramétrisés (fermetures d'ordre 1) ou exprimés à
l'aide d'équations prognostiques fonctions de moments d'ordre supérieur qu'il faudra paramétriser à leur
tour (fermetures d'ordre supérieur). Les fermetures sont des relations liant les �ux turbulents aux quanti-
tés moyennes connues. Il en existe deux types : celles qui considèrent les quantités moyennes situées aux
mêmes points de l'espace que les �ux que l'on souhaite paramétriser (fermetures locales) ou à plusieurs
points de l'espace (fermetures non locales).

Parmi les di�érentes approches existantes, l'une des plus répandues sur laquelle les chapitres 3 et 4
s'appuieront est l'approche �ux-gradient, fermeture locale d'ordre 1 qui consiste à supposer les �ux
proportionnels aux gradients locaux de quantités moyennes :

u0w0 = � K m

�
@�u
@z

�
: (2.24)

Dans le cas des équations pour la quantité de mouvement, le coe�cient de proportionnalitéK m s'appelle
un coe�cient de di�usion turbulente . Il n'est pas une propriété du �uide mais dépend des caractéris-
tiques de l'écoulement ainsi que de la position considérée ; il doit être déterminé pour chaque situation.
Comme les gradients verticaux sont généralement beaucoup plus forts que les gradients horizontaux dans
la couche limite, ces derniers sont souvent négligeables.

Une approche classique pour paramétrer ce coe�cient dans la couche limite atmosphérique est basée
sur l'hypothèse de la longueur de mélange. Dans une atmosphère quasiment neutre, où les e�ets de
�ottabilité sont négligeables, l'échelle horizontale des tourbillons est comparable à leur échelle verticale et
Prandtl suppose que l'e�et des tourbillons sur l'écoulement moyen dépend de la variance des déplacements
verticaux des parcelles d'air ainsi que du cisaillement de vent moyen horizontal :

K m = l2
m

�
�
�
�
@�u
@z

�
�
�
� ; (2.25)

lm est la distance caractéristique parcourue par une parcelle d'air déplacée dans le �uide avant qu'elle ne se
mélange au milieu environnant et ne perde ses propriétés (vitesse horizontale, température potentielle...).
Près du sol, les déplacements sont limités par la surface ce qui permet d'exprimer la longueur de mélange
en fonction de la hauteur : lm = �z , avec � � 0.04, la "constant von Karman". L'expression deK m

implique que des tourbillons de tailles plus conséquentes, de même qu'un plus fort cisaillement de vent,
vont produire un mélange plus important causé par la turbulence.

Cette hypothèse est valable lorsque le �ux est dominé par des petits tourbillons donc dans le cas d'une
couche limite stable ou neutre.
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Près du sol, la couche de surface est dé�nie comme la hauteur sur laquelle les �ux turbulents sont
considérés comme constants et égaux à leur valeur en surface ((u0w0) = ( u0w0)s). Sa profondeur dépend
de la stabilité et elle représente environ 10% de la hauteur couche limite. Dans cette couche, les �ux
turbulents peuvent être considérés constants à une valeuru2

� où u� est la vitesse de friction :

u2
� = �j (u0w0)s j: (2.26)

Dans ces conditions, l'équation (2.24) peut être intégrée et donne un pro�l de vent logarithmique dont la
constante d'intégration, z0, est la longueur de rugosité :

�u =
u�

�
ln(

z
z0

) (2.27)

z0 représente la hauteur à laquelle le vent moyen s'annule et est directement liée aux hétérogénéités du
terrain. Elle peut varier entre 10� 4 m pour la mer à 0.5 m pour des forêts ou petits villages et 10-100 m
pour les montagnes.
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Chapitre 3

Absorption par la couche limite
d'une onde de gravité stationnaire

On doit à Scorer (1949) l'une des premières théories formulées pour les ondes de gravité se développant
en aval des montagnes, du côté opposé au vent incident. Il a montré que des modes résonnants peuvent
être excités lorsque la strati�cation et le vent moyens varient avec l'altitude. Comme nous l'avons vu
au chapitre 2, le développement de ces modes est contrôlé par le paramètre de Scorer, ici dans une
atmosphère à deux dimensions (x,z) :

S(z) =
N 2

U2 �
Uzz

U
: (3.1)

Plus précisément, les modes résonnants apparaissent lorsque ce paramètre décroît avec l'altitude au-
dessus de la surface.N , U et z sont respectivement la �ottabilité moyenne, le vent moyen et l'altitude.
Certaines harmoniques avec un nombre d'onde horizontalk rencontrent un niveau tournant ht lors de
leur propagation verticale où (voir équation (2.14)) :

S(ht (k)) = k2: (3.2)

Ces harmoniques ne peuvent alors plus se propager au-delà et sont piégées entre ce niveau et la surface.
En raison de ré�exions successives entre leur niveau tournant et la surface, un nombre discret de modes
deviennent résonnants dans le cas non dissipatif. Scorer (1949), et plus récemment Teixeira et al. (2013)
ont appliqué cette théorie à une atmosphère à deux couches, mais des cas présentant des variations plus
graduelles deS(z) ont aussi été analysés dans de nombreuses études (voir par exemple (Durran, 1986)
ou (Wurtele et al., 1996)). L'une d'elles, que l'on doit à Keller (1994), va particulièrement nous intéresser
dans la suite. Elle inclut des ondes piégées dans un écoulement caractérisé par une forte croissance du vent
au-dessus de la surface. Après Scorer (1949), des travaux ont montré que des ondes piégées peuvent aussi
apparaître lors d'une inversion marquée de densité ou vent. Dans ce cas, les interactions des ondes avec
la surface n'est pas aussi importante que lorsque celles ci résultent de ré�exions multiples entre la surface
et un niveau tournant (Vosper, 2004; Sachsperger et al., 2017). Dans le chapitre 4, nous verrons que des
modes résonnants ayant peu d'interactions avec la surface peuvent également se développer lorsque l'état
moyen de l'atmosphère varie continuellement sur la verticale.

L'une des faiblesses de la théorie de Scorer (1949) est qu'elle néglige les e�ets dissipatifs qui se ma-
nifestent dans la couche limite atmosphérique, bien que les variations de vent et strati�cation dans cette
couche peuvent piéger les ondes de gravité. Ne pas prendre en compte la dissipation provoque une sures-
timation de l'amplitude des ondes de montagne, des vents de pentes descendant du côté opposé au vent
incident et du développement des ondes piégées à l'aval. Cela a été mis en évidence dans des études nu-
mériques (Richard et al., 1989; Miller and Durran, 1991; Georgelin et al., 1994). Plus récemment, Jansing
et al. (2022) et Tian et al. (2023) ont montré que des simulations d'ondes de gravité et de phénomènes
de Foehn dépendent fortement des paramétrisations de la couche limite. Ces paramétrisations sont en-
core incertaines en régions montagneuses, comme l'a montré (Goger et al., 2019) (voir aussi la revue de
Sera�n et al. (2018)). Il est également important de rappeler que d'autres lacunes dans la représentation
des e�ets de couche limite en terrain complexe sont discutés dans Tsiringakis et al. (2017); Lehner and
Rotach (2018) et Vosper et al. (2018).
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Au delà des modèles numériques, le fait de continuer à analyser les mécanismes fondamentaux à
l'÷uvre dans les interactions entre les ondes piégées et la couche limite est justi�é par des observations.
Pendant le programme MAP (Mesoscale Alpine Program, Bougeault et al. (2001)), Smith et al. (2002) a
montré qu'une forte absorption des ondes a lieu lorsque le vent en bas de la couche limite est faible, ce qui
peut inhiber le développement d'ondes piégées malgré des conditions favorables au piégeage en altitude.
Dans une publication ultérieure, ils proposent une analyse systématique des propriétés absorptives de la
surface, montrant qu'une combinaison de vents faibles dans la couche limite et de la dissipation contribue
à l'absorption des ondes (Smith et al., 2006). Ils ont ainsi déterminé un coe�cient de ré�exion à la surface
pour des ondes retournant vers le sol en aval d'une montagne et l'ont relié à un taux de décroissance
horizontale des ondes piégées (appelésq et � respectivement). Ils ont trouvé qu'une faible ré�exion des
ondes en surface (ou forte absorption) est liée à une forte décroissance spatiale.

Cependant, dans ces deux travaux, Smith et al. (2006) et Jiang et al. (2006) ont représenté l'e�et de
la couche limite par une friction de Rayleigh, peu utilisée dans les modèles. En e�et, les e�ets dissipatifs
sont généralement pris en compte en considérant une fermeture de la turbulence basée sur la di�usivité
turbulente (section 2.4.2). La principale di�culté en considérant une telle fermeture est que les équations
ont un ordre de dérivées plus grand sur la verticale (6 par rapport à 2 pour l'équation de Taylor Gold-
stein non dissipative). Dans un cas où le coe�cient de di�usivité turbulente est constant, Lott (2007) a
obtenu des solutions en utilisant des méthodes asymptotiques à la manière de Belcher and Wood (1996)
(section 2.4.1). L'écoulement est divisé en une région extérieure non dissipative et une région intérieure
où les e�ets dissipatifs sont d'ordre de grandeur comparable aux termes d'advection. Cette région a une
profondeur qui varie selon une échelle caractéristiquehi indépendante de la hauteur de la couche limite
et qui véri�e :

kU(hi (k)) �
� 0

h2
i

; (3.3)

où � 0 est le coe�cient de di�usion turbulente qui agit sur les perturbations produites par la montagne.
Un résultat important de ce travail est que lorsque le nombre de Richardson près de la surface

Ri (z) =
N 2

U2
z

�|{z}
z! 0

J > 0:25; (3.4)

augmente, la ré�exion des ondes à la surface diminue même à la limite non dissipative. De plus, dans cette
limite, la ré�exion est presque totale lorsque J < 0:25. Cette condition rappelle le critère d'instabilité
en fonction du nombre de Richardson pour les écoulements parallèles strati�és (Miles, 1961; Howard,
1961). En allant plus loin, Lott (2007) a montré que les modes neutres associés aux instabilités de
Kelvin-Helmholtz (Drazin, 1958) peuvent aussi correspondre à des ondes piégées (voir aussi Sou�et et al.
(2022)).

Cependant, le cas considérant une valeur constante de viscosité tourbillonnaire est limité par le fait
que la di�usion turbulente est mieux représentée en utilisant la théorie de la longueur de mélange, celle-ci
décroissant en se rapprochant de la surface. Mais cela ajoute des di�cultés : il faut traiter le problème à
l'aide de coordonnées curvilignes et re-calculer les solutions dissipatives. Dans une certaine mesure, ces
calculs ont été e�ectués théoriquement par Belcher et al. (1993), Belcher and Wood (1996) et Hunt et al.
(1988), et numériquement par Weng et al. (1997). Mais dans ces articles, les ré�exions d'ondes entre la
surface (ou le haut de la couche interne) et un point tournant n'ont pas été considérées. En particulier,
la dissipation d'ondes piégées dans la couche limite atmosphérique n'a pas été mise en évidence. Dans un
article récent, dont une partie est aussi l'objet du chapitre 4, Lott et al. (2023) a dérivé une telle théorie
en se concentrant sur la transition entreform drag (ou force de traînée turbulente) etwave drag(ou force
de traînée due aux ondes), ainsi que la transition entre blocage en amont de la montagne et e�et d'abris
à l'aval (l'article est donné en section 8.2 ).

L'objectif des deux prochains chapitres (et de l'article dont il est issu) est de calculer un coe�cient
de ré�exion pour une onde se propageant dans une couche limite dé�nie par la théorie de la longueur de
mélange (chapitre 3), et de le relier à la réponse d'un écoulement au forçage par une montagne (chapitre 4).
Le formalisme utilisé dans ce but est le même que celui développé dans l'article Lott et al. (2023). Comme
nous le verrons, le taux de décroissance des ondes piégées est bien expliqué par les propriétés absorptives de
la surface et leur nombre d'onde horizontal est contrôlé par la dynamique non dissipative de l'écoulement.

Ce chapitre, dédié à la ré�exion des ondes dans une couche limite bien dé�nie commencera par dé-
tailler le formalisme utilisé (sections 3.1 et 3.2). La section 3.3 présentera ensuite les résultats concernant
le coe�cient de ré�exion. Les sections 3.5 à 3.7 donnent le détail des calculs de solutions non dissi-
patives et développement des solutions de raccordement dont nous avons besoin ainsi que des �gures
complémentaires éclairant les discussions sur le coe�cient de ré�exion.
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3.1. FERMETURE TURBULENTE ET PROPRIÉTÉS DE L'ÉCOULEMENT MOYEN

3.1 Fermeture turbulente et propriétés de l'écoulement moyen

L'évaluation des solutions en présence d'une montagne nécessite l'utilisation de coordonnées cur-
vilignes. Cependant, celles-ci ne sont pas nécessaires pour le calcul d'un coe�cient de ré�exion sans
considérer un tel forçage. Le formalisme sera donc présenté ici à l'aide de coordonnées cartésiennes(x; z),
le formalisme en coordonnées curvilignes sera donné au chapitre 4.

3.1.1 Équations de Boussinesq et fermeture

On se place dans un domaine en deux dimensions(x; z) où u, w représentent la vitesse horizontale et
verticale, p la pression et� la densité. Le système général d'équations sous l'approximation de Boussinesq
(dans lequel les variations de densité ne sont prises en compte que lorsqu'elles sont associées au terme
gravitationnel : négligées dans les termes d'inertie mais apparentes dans la force d'Archimède) est :

@x u + @zw = 0

(@t u + u@x u + w@zu) = �
1
� r

@x p + @z � xz

(@t w + u@x w + w@zw) = �
1
� r

@zp � g
�
� r

+ @z � zz

(@t b+ u@x b+ w@zb) = @zq

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

(3.5d)

Les pro�ls de densité et de pression sont dé�nis par :

� = � r + � 0(z) + � 0(x; z; t ); p = pr (z) + p0(z) + p;0 (3.6)

et b = � g � � � r
� r

est la �ottabilité. La valeur de densité de référence est� r = 1 kg.m� 3, et les variablesp0,
pr , � 0 et � r véri�ent l'équilibre hydrostatique :

dpr

dz
= � � r g;

dp0

dz
= � � 0g: (3.7)

En cohérence avec la théorie de la longueur de mélange, les termes du tenseur des contraintes et �ux de
chaleur dans la direction horizontale sont négligés. Dans le système d'équation (3.5), les �ux verticaux de
quantité de mouvement horizontal et de �ottabilité sont paramétrisés à l'aide d'un coe�cient de di�usion
turbulente dont l'expression est basée sur la théorie de la longueur de mélange :

� xz = K m @zu; � zz = K m @zw; q = K m @zb; (3.8)

avec

K m = � 2
0 j

@u
@z

j : (3.9)

� 0 est la longueur de mélange, échelle caractéristique des tourbillons.

3.1.2 Longueur de mélange et pro�ls de vent moyen

Les modèles classiques de couche limite atmosphérique pour les écoulements neutres considèrent gé-
néralement une transition douce entre l'accroissement linéaire de la longueur de mélange avec la hauteur
près de la surface et une valeur limite constante,� , loin de la surface. Par exemple, Blackadar (1962) en
a déterminé une expression couramment utilisée :

1
� 0

=
1

� (z + z0)
+

1
�

; (3.10)

où z0 est la longueur de rugosité,� la constante de von Karman. � est la valeur limite au-dessus de la
couche de surface et pourrait varier avec la strati�cation, cependant, nous ne l'avons pas pris en compte
explicitement dans les travaux présentés ici. En revanche, l'étude qui suit considère un large spectre
de valeurs de ce paramètre ; les cas les plus stables étant liés à des valeurs faibles de cette longueur.
Dans la couche de surface,K m @u=@z= u2

� où u� = � s=� r est la vitesse de friction etK m @b=@z= b2
� où

b� = gHs=(� scpu� � s) est l'échelle caractéristique associée à la �ottabilité.� s est la contrainte de surface,
H s le �ux de chaleur, cp la capacité thermique de l'air par unité de masse à pression constante et� s la
température potentielle de référence.
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Les pro�ls de vent incident et de �ottabilité donnant des �ux turbulents constant lorsque � 0 satisfait
équation (3.10) sont donnés par :

U0(z) =
u�

�
ln(

z + z0

z0
) + u�

z
�

; B0(z) =
b�

�
ln(

z + z0

z0
) + b�

z
�

: (3.11)

Le problème de ces pro�ls moyens dérivés de l'équation (3.10) est qu'ils sont logarithmiques jusqu'en
z = 1 (Belcher and Wood, 1996). Les couches logarithmiques étant en réalité con�nées près de la
surface, on préfère modi�er la formule pour la longueur de mélange de la manière suivante :

� 0 = � tanh
�

�
z + z0

z

�
: (3.12)

Cette approximation permet de simpli�er la théorie tout en gardant � �|{z}
z! 0

�z près de la surface et� �|{z}
z!1

�

dans le champ lointain. Avec cette expression, les pro�ls de vent horizontal et de �ottabilité qui donnent
des �ux uniformes sont :

UV (z) =
u�

�
ln

0

B
@

sinh(�
z + z0

�
)

sinh(�
z0

�
)

1

C
A ; BV (z) =

b�

�
ln

0

B
@

sinh(�
z + z0

�
)

sinh(�
z0

�
)

1

C
A ; (3.13)

où l'indice V souligne les solutions "dissipatives" (viscous).
Ainsi, les pro�ls de vent et �ottabilité restent logarithmiques près du sol mais auront une croissance
linéaire au-dessus de la couche de surface. Ces pro�ls sont tracés en bleu pour le vent et noir pour la
�ottabilité sur la �gure 3.1. Si l'on essaye d'analyser les interactions entre les ondes de montagne et une
couche de surface dissipative avec la vitesse du vent donnée par l'équation (3.13), une di�culté apparaît
du fait de l'augmentation continuelle de la vitesse avec l'altitude. En plus de ne pas être réalistes, cela
con�ne à bas niveau toutes les ondes de gravité se propageant verticalement. En e�et, lorsque la vitesse
du vent tend vers l'in�ni tandis que la fréquence de Brunt Väisälä N 2 = Bz devient constante enz = 1 .
Ainsi, le paramètre de Scorer de l'équation (3.1) qui contrôle le piégeage des ondes tend vers 0 : toutes
les harmoniques sont piégées.

Dans la suite, nous considérerons deux cas. Le premier est le cas "cisaillement constant" décrit ci-
dessus, et un cas plus réaliste, le cas "cisaillement variable" où le pro�l de vent est courbé par une
fonction tangente hyperbolique, il devient constant à partir d'une certaine altitude d :

U(z) =
u� d
�

tanh
�

�
u� d

UV (z)
�

, B (z) = BV (z) (3.14)

d représente la hauteur de la couche limite au-delà de laquelle la vitesse du vent est imposée de manière
externe plutôt qu'une solution exacte des solutions dissipatives. Le cas "cisaillement constant" de l'équa-
tion (3.13) peut être retrouvé en prenant d = 1 dans l'équation (3.14) (U(z) = UV (z))

La �gure 3.1 montre les pro�ls de vent pour d = 1 km et d = 1 dans des con�gurations typiques des
cas qui seront analysés par la suite. Dans des régions montagneuses, les valeurs typiques de la longueur
de rugosité, de la longueur de mélange limite, de la vitesse de friction, de la hauteur de la couche limite,
et de la longueur caractéristique de la montagne sont :

z0 = 1 m; � = 20 m; u� = 0 :2 m.s� 1; d = 1 km; L = 1 km: (3.15)

La valeur retenue pour z0 correspond à celle qui est souvent considérée au-dessus de surfaces chaotiques
(Wieringa, 1992), tandis que celle retenue pour� correspond aux observations (Sun, 2011). Dans la �gure
3.1a), on peut voir que lorsqued = 1 , le vent U présente un cisaillement constant sur presque tout le
domaine tandis que dans le casd = 1 , cette zone est limitée à la couche limite,z < d . Le pro�l de vent
sur le zoom, �gure 3.1b) met en évidence la transition entre un pro�l linéaire et un pro�l logarithmique
près de la surface. Cette transition se produit aux alentours dez = hi . La partie logarithmique du pro�l
sera appelée dans la suite la couche de surface. Les asymptotes linéaires deU et B dans la partie cisaillée
(� < z < d ) sont visibles sur les �gures 3.1b) et c) en gris, elles sont données par :

U(z) �|{z}
� � z� d

u� (z + za)
�

; B (z) �|{z}
� � z

b� (z + za)
�

(3.16)
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3.2. SOLUTIONS LINÉAIRES

Figure 3.1 � Pro�ls moyens pour z0=1m, � =20m, avec u� = 0.2 m/s et b� = 5 m=s� 2 : Vent en a) et b) pour le
cas constant shear (d = 1 )) en bleu et le cas variable shear (d=1 km) en rouge. Les asymptotes du pro�l linéaire
sont montrées en gris et s'annulent en z=-za . Le pro�l de �ottabilité est montré en c) .

où

za = z0 �
�
�

log
�

2 sinh
�z 0

�

�
: (3.17)

za est une mesure de la profondeur du niveau critique de la partie non dissipative du �ux : àz = � za ,
toutes les perturbations ont une vitesse de phase intrinsèque nulle. Dans la couche limite et en particulier
au-dessus de la couche de surface, ces asymptotes correspondent bien àU et B .

Comme évoqué dans l'introduction de ce chapitre, un paramètre important de l'écoulement qui permet
d'en quanti�er la stabilité est le nombre de Richardson :

Ri (z) =
N 2

U2
z

�

8
<

:

0 for z ! 0
J = b� �

u 2
�

= �
�L mo

for � << z << d
1 for d << z

(3.18)

où N 2 = Bz et L mo = u3
� =(�u � b� ) est la longueur d'Obukhov caractérisant l'extension verticale de la

turbulence. En pratique, la longueur de mélange caractéristique� devrait être liée à L mo , cependant nous
avons choisi de garder ces deux paramètres séparés a�n de discriminer l'impact dynamique de J sur la
dynamique non dissipative et celui de la turbulence au moyen des paramètres� et z0. Dans la suite, J
sera appelé le nombre de Richardson et sera utilisé pour di�érencier les régimes de stabilité.

3.2 Solutions linéaires

Pour analyser l'absorption d'ondes de gravité à la surface, on linéarise les équations de Boussinesq
(équation (3.5)) autour des pro�ls moyens U et B :

u = U(z) + u0(x; z; t ); w = w0(x; z; t ); b = B (z) + b0(x; z; t ); p = p0(z) + p0(x; z; t ) (3.19)

où u0 et w0 sont les perturbations de vent horizontaux et verticaux, tandis quep0 et b0 sont les perturbations
de pression et �ottabilité.
La linéarisation des termes dissipatifs des équations (3.5b) et (3.5d) nous donne :

� 2
0










@u
@z










@u
@z

� � 2
0

�
dU
dz

� 2

+ 2� 2
0

�
dU
dz

�
@u0

@z
= u2

� + 2� 0u�| {z }
� 0

@u0

@z
; (3.20a)

� 2
0










@u
@z










@b
@z

� u� b� + � 0 (u� @zb0+ b� @zu0) : (3.20b)
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On évalue ensuite le comportement des harmoniques ayant un nombre d'ondek > 0, c'est-à-dire en
considérant des champs de perturbations de la forme :

(u0; w0; p0; b0) = ( u; w; � r p; b) eikx : (3.21)

En faisant l'approximation de Prandtl, le terme de dissipation @z (� 0u� @zw) de l'équation (3.5c) est petit
au premier ordre dans la couche interne et est négligé.

Dans l'espace de Fourier, les équations (3.5) stationnaires et linéarisées deviennent :

ikU u + w@zU + ik p = @z (2� 0u� @zu); (3.22a)

ikU b + N 2w = @z (� 0 (u� @zb + b� @zu)) ; (3.22b)

ikU w + @zp � b = 0 ; (3.22c)

ik u + @zw = 0 : (3.22d)

A�n de résoudre les équations selon les méthodes asymptotiques évoquées dans la section 2.4.1, trois
régions distinctes sont formées, �gure 4.2. La couche intérieure et la couche extérieure sont séparées par
une région de raccordement dans laquelle sont dérivés les développements asymptotiques des solutions
intérieures et extérieures. Les solutions extérieures sont analytiques, en revanche, les solutions intérieures
sont intégrées numériquement à partir de leur forme analytique valable uniquement dans la couche de rac-
cordement. Il est important de souligner que l'intégration numérique commence à partir d'environ 10hi .
Ce choix numérique est cohérent avec les théories classiques de couche limite dissipative où la profondeur
de la couche intérieure, au-delà de laquelle la dissipation a un impact de moins de 1% à l'ordre dominant,
est autour de cinq fois son échelle caractéristique (voir aussi (Lott et al., 2020a,b) et (Sou�et et al., 2022)).

Pour intégrer les équations et clari�er l'ordre des développements asymptotiques, nous avons dérivé
une forme adimensionnelle du système (3.22) en utilisant les échelles suivantes :

(x; z) = L(�z; �x); (U0; u; w) = u�
L
�

( �U; �u; �w); p = u2
�

L 2

� 2 �p; b = u2
�

L
� 2

�b; B0 =
u2

� L
� 2

�B (3.23)

� = L ��; � 0 = � �� ; z0 = L �z0:

Ainsi, à partir de l'équation (3.12) on a �� (�z) � O(1) ce qui facilite l'analyse en ordre de grandeur. Les
équations adimensionnalisées sont :

i �k �U �u + �w@�z �U + i �k �p = �� 2@�z (2�� 0@�z �u); (3.24a)

i �k �U �b + �B �z �w = �� 2@�z
�� 0

�
@�z

�b + J@�z �u
�

; (3.24b)

i �k �U �w + @�z �p � �b = 0 ; (3.24c)

i �k �u + @�z �w = 0 : (3.24d)

On peut voir que le petit paramètre qui va contrôler l'analyse asymptotique est�� 2. Il impacte directement
l'épaisseur de la couche intérieure�hi , et nous verrons que�hi � �� 2=3 �k� 3. La condition à la limite à la
surface de non-glissement est :

�w(�z = 0) = �u (�z = 0) = �b(�z = 0) = 0 (3.25)

3.2.1 Solutions dans la région extérieure

Lorsque �� << 1, les termes dissipatifs des équations (3.24) sont négligeables à l'ordre dominant. Cette
approximation n'est donc valable que dans la région extérieure, lorsque�z >> �hi , région où les pro�ls
incidents (3.14) sont :

�U(�z) �|{z}
�z>> ��

UI (z) = �d�s = �d tanh
�

�z + �za

�d

�
; �B (�z) �|{z}

�z>> ��

B I (z) = J (�z + �za); (3.26)

sachant que de façon systématique�hi > �� et on rappelle que :
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3.2. SOLUTIONS LINÉAIRES

hi * ~z ! 1

10hi + �z ! 0

d

U(z)

couche
extérieure

région de
raccordement

couche de surface

z

x0

� �� << 1, non-dissipatif, et �z >> ��
� U = UI , B = B I

� adimentionalisation ( �z, �u , �b ...)
) solutions analytiques, �w 12

Couche extérieure

� U = Uv , B = Bv

� Dissipation � advection
� adimentionalisation (~z, ~u , ~b ...)
) Solutions évaluées numériquement,~wv

Couche de surface

� U = (�z + �za), B = J (�z + �za)
� Dissipation non négligeable
) Forme analytique des asymptotes
des solutions : �w 12(�z ! 0), ~wv (~z ! 1 )

Région de raccordement

Figure 3.2 � Schéma représentant les propriétés des régions considérées pour la résolution des équations

�za = �z0 �
��
�

ln
�

2 sinh
�

� �z0

��

��
: (3.27)

Comme nous l'avons vu dans la section 3.1.2,�za , paramètre lié au pro�l de vent incident dans l'atmo-
sphère libre, en est la profondeur du niveau critique pour les ondes stationnaires. Il correspond au point
supposé où l'asymptote du pro�l du vent moyen vaut 0 m/s (�gure 3.1).

Le système d'équation (3.24) sans terme de dissipation se réduit à l'équation de Taylor- Goldstein
suivante :

d2 �w I

d�z2 +
�

J
�d2 �s2

�
�s�zz

�s
� �k2

�
�w I = 0 : (3.28)

La solution des équations s'exprime en terme de fonctions hypergéométriques lorsqued 6= 1 et de
fonctions de Hankel lorsqued = 1 . Dans le premier cas, les solutions correspondant aux ondes se pro-
pageant vers le haut ont été développées dans l'appendix de Sou�et et al. (2022), mais a�n d'évaluer la
ré�exion des ondes au sol, nous avons besoin d'étendre ce calcul aux ondes se propageant vers la surface.
Ce calcul est détaillé en section 3.5 et consiste à obtenir une équation hypergéométrique à partir de
l'équation (3.28) à l'aide de changements de variables.

Deux de ces solutions nous intéressent particulièrement,

�w 1(1) = �w D �|{z}
�z!1

e �m (�z+�za ) ; �w 2(1) = �w I �|{z}
�z!1

e� �m (�z+�za ) (3.29)

où

�m =
q

j �k2 � J= �d2 j (3.30)

Quand �k2 < J= �d2, �m devient � isign (�k) �m. Dans la suite de ce chapitre, nous nous limiterons à l'approxi-
mation hydrostatique des solutions extérieures lorsque�d 6= 1 . Nous reviendrons aux autres cas dans le
chapitre 4. Dans cette limite,

�m = � isign (�k)

p
J
�d

; (3.31)

il n'y a pas de points tournants ni d'ondes piégées (�m est toujours imaginaire). Ainsi, on peut étudier la
ré�exion d'une onde au sol en comparant les solutions d'ondes se propageant vers le haut et celles se pro-
pageant vers le bas sans avoir à rester vigilant aux e�ets de piégeage des ondes dans l'atmosphère. Il est
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également à noter que cette approximation est aussi valable au premier ordre dans la couche intérieure.
La première solution, �w D correspond à une onde se propageant vers le bas (�m est toujours imaginaire en
approximation hydrostatique). La deuxième, �w I correspond à une onde se propageant vers le haut.

Deux autres solutions sont aussi intéressantes :

�w 1(0) �|{z}
�z! 0

(
�z + �za

�d
)

1
2 + i� ; �w 2(0) �|{z}

�z! 0

(
�z + �za

�d
)

1
2 � i� (3.32)

où

� =

r

j J �
1
4

j (3.33)

qui devient i� quand J < 1
4 , � . Le développement asymptotique de ces solutions près du sol correspondent

aux solutions près d'un niveau critique développées par Booker and Bretherton (1967) :

�w D �|{z}
�z! 0

�a4(�z + �za)
1
2 + i� + �a3(�z + �za)

1
2 � i� = �w 1M (3.34a)

�w I �|{z}
�z! 0

�a2(�z + �za)
1
2 + i� + �a1(�z + �za)

1
2 � i� = �w 2M (3.34b)

Les�ai s sont donnés en section 3.5. Ici, le niveau critique est situé sous la surface, en� �za . Pour J > 1=4, ces
deux solutions peuvent être assimilées à une onde se propageant vers le haut ou vers le bas respectivement.
Le développement asymptotique des solutions de la couche extérieure en�z ! 0, équation (3.34), va
pouvoir être raccordé à celui des solutions de la couche intérieure dans la région de raccordement (voir
�gure 4.2). La solution externe totale peut alors s'écrire :

�w 12 = Up �w I + Do �w D : (3.35)

3.2.2 Solutions dans la couche intérieure

Pour évaluer les solutions qui satisfont les conditions aux limites, on introduit une échelle caractéris-
tique :

�� =
� �� 2

�k

� 1
3

: (3.36)

L'échelle caractéristique de la couche intérieure considérée jusqu'à présent,�hi , a un ordre de grandeur
comparable à �� . Plus précisément, ils coïncident lorsque la viscosité est constante tandis que�hi est 1
à 3 fois plus petit que �� dans les cas que nous étudierons ici (voir tableau 3.1). Adopter cette nouvelle
échelle nous évite d'introduire une résolution numérique de équation (3.3) et facilite le développement
asymptotique des solutions.

X X X X X X X X X X
�� ( � 10 � 3 )

�z0( � 10 � 3 )
0.5 1 2

5 32 24 16
20 196 162 128
50 604 518 432

X X X X X X X X X X
�� ( � 10 � 3 )

�z0( � 10 � 3 )
0.5 1 2

5 22 (29) 23 (29) 24 (29)
20 36 (73) 40 (73) 43 (73)
50 50 (135) 52 (135) 57 (135)

Table 3.1 � Valeurs de �za (� 10� 3) à gauche et de�hi ( �� ) ( � 10� 3) à droite pour di�érentes valeurs de �� and �z0

(voir Eqs. (3.3) (3.17), et (3.36))

On peut alors introduire les variables adimensionnées de la manière suivante :

�z + �za = �� (~z + ~za), �w = �� �k ~w, �p = �� ~p, (�u; �b) = (~u; ~b).

Dans cette région, �U � �� �UV ce qui implique que �U soit petit et ait une échelle caractéristique �� . On a
donc :

U � �� ~U où ~U =
~�
�

ln

0

B
@

sinh(�
~z + ~z0

�
)

sinh(�
~z0

~�
)

1

C
A ; (3.37)
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~� = tanh
�

�
~z + ~za

~�

�
:

Les équations dans la couche interne s'écrivent alors :

i ~U~u + ~U~z ~w = � i ~p + 2@~z ( ~� @~z ~u); (3.38a)

i ~U~b + J ~U~z ~w = @~z ( ~�( @~z ~b + J@~z ~u)) (3.38b)

@~z ~p = ~b; (3.38c)

i ~U~u + @~z ~w = 0 : (3.38d)

Les solutions seront évaluées numériquement à partir de leur développement asymptotique dans la
région de raccordement à l'aide d'un algorithme de Runge Kutta et donnent lieu à une solution totale
dans la couche interne,~wv .

3.2.3 Solutions dans la région de raccordement

Cette région est caractérisée par le fait que la solution extérieure est toujours valable, mais les ef-
fets dissipatifs commencent à devenir non négligeables. Dans cette région, le cisaillement de vent et de
strati�cation sont presque constants et on peut trouver une forme approximée des solutions de la couche
intérieure qui peuvent être raccordées aux solutions non dissipatives de la couche extérieure. Les solu-
tions de la couche intérieure pourront alors être intégrées numériquement à partir de leur développement
asymptotique.

Les pro�ls de vent et strati�cation dans cette couche s'écrivent :

~U �|{z}
~z!1

(~z + ~za); ~B �|{z}
~z!1

J (~z + ~za): (3.39)

Dans cette région de raccordement,~� � 1. Le système d'équation (3.24) s'écrit :

i (~z + ~za)~u + ~U~z ~w = � i ~p + 2@2
~z ~u; (3.40a)

i (~z + ~za)~b + J ~U~z ~w = @~z (@~z ~b + J@~z ~u) (3.40b)

@~z ~p = ~b; (3.40c)

i (~z + ~za)~u + @~z ~w = 0 : (3.40d)

Ce système ne contient plus aucune dépendance avec le nombre d'onde. Il peut être résumé en une seule
équation pour ~w d'ordre 6 :

2@(6)
~z ~w � 3i (~z + ~za)@(4)

~z ~w � (2 � J )i@(3)
~z ~w � (~z + ~za)2@(2)

~z ~w � J ~w = 0 (3.41)

Dans l'section 3.6, 6 solutions asymptotiques quand~z ! 1 sont dérivées. Cependant, deux d'entre
elles présentent une croissance exponentielle avec~z et ne pourront être raccordées aux solutions externes.
Elles ne seront pas considérées par la suite. Les quatre autres solutions ont le comportement asymptotique
suivant :

~wv1 �|{z}
~z!1

(~z + ~za)
1
2 � i� ; ~wv2 �|{z}

~z!1

(~z + ~za)
1
2 + i� ; (3.42)

~wv3 �|{z}
~z!1

(~z + ~za) � 9+2 J
4 e� 2

3

p
i (~z+~za )

3
2 ; ~wv4 �|{z}

~z!1

(~z + ~za) � 5 � 2J
4 e� 2

3

p
i
2 (~z+~za )

3
2 : (3.43)

Ces quatre solutions sont représentées �gure 3.3 dans le cas typique de la �gure 3.1. Deux d'entre
elles, ~wv3 et ~wv4 présentent une décroissance exponentielle quand~z ! 1 (�gure 3.3, courbes en vert
et violet), ce sont des solutions entièrement dissipatives. Ainsi, le raccordement entre les solutions de
la couche intérieure et celles de la couche extérieure se fera à l'aide d'une combinaison de~wv1 et ~wv2

(�gure 3.3, courbes en bleu et rouge). On peut exprimer la solution dissipative valable dans la couche
intérieure :

~wv = ~wv1 + ~R ~wv2 + ~c~wv3 + ~d~wv4; (3.44)
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et son asymptote en variable intérieure pour~z ! 1 :

~wv �|{z}
~z!1

(~z + ~za)
1
2 � i� + ~R(~z + ~za)

1
2 + i� (3.45)

Figure 3.3 � Asymptotes des quatre solutions dissipatives pour �k=1, �z0 = 0 :0005, �� = 0 :02

3.2.4 Approximation uniforme de la solution

La combinaison des quatre solutions dissipatives nécessite de déterminer les facteurs devant chaque
terme grâce aux conditions aux limites. Celles-ci impliquent que~bv ; ~wv et ~uv doivent être nulles lorsque
~z = 0 .

8
><

>:

~wv1 + ~R ~wv2 + ~c~wv3 + ~d~wv4 = 0

~uv1 + ~R~uv2 + ~c~uv3 + ~d~uv4 = 0
~bv1 + ~R~bv2 + ~c~bv3 + ~d~bv4 = 0

(3.46)

Une amplitude unitaire est imposée à la solution se propageant vers le haut,~wv1. La résolution du sys-
tème d'équations (3.46) permet de trouver les valeurs de~R; ~c et ~d. Comme évoqué dans la section 3.2.1,
lorsque J > 1

4 chacun des développements asymptotiques des deux solutions exprimées par Booker and
Bretherton (1967) peut être assimilé à une onde se propageant vers le haut (~wv1) ou vers le bas (~wv2)
pour k > 0. Nous pouvons donc considérer que le coe�cient~R est un coe�cient de ré�exion par la couche
intérieure lorsque J > 1=4.

Pour étendre ce résultat aux cas oùJ < 1=4, nous avons la possibilité d'écrire une fonction de raccor-
dement en variables extérieures de deux façons di�érentes, depuis les deux régions qui nous intéressent.
Tout d'abord, la solution extérieure, équation (3.35), près du sol peut se ré-écrire :

�w 12 �|{z}
�z! 0

(�z + �za)
1
2 + i� (�a4Do + �a2Up) + (�z + �za)

1
2 � i� (�a3Do + �a1Up) = �w M : (3.47)

Ensuite, le développement asymptotique des solutions de la couche interne, équation (3.45), exprimé
en variables extérieures quand~z ! 1 s'écrit :

~wv �|{z}
~z!1

~a1(�k �� ((~z + ~za)
1
2 � i� + ~R(~z + ~za)

1
2 + i� ))

�|{z}
~z!1

~a1
�k ��

1
2 + i� ((~z + ~za)

1
2 � i� + ~R�� � 2i� (~z + ~za)

1
2 + i� ) = �w M : (3.48)

Le coe�cient ~a1 permet l'égalité des deux fonctions de raccordement :

~a1 =
�a4 + q�a2

�k
�� � 1

2 � i� : (3.49)
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L'égalité entre les équations (3.47) et (3.48) nous permet de calculer un coe�cient de ré�exion total,
q :

q =
Up

Do
=

�a4 � ~R�a3

�a2 � ~R�a1
: (3.50)

Ainsi, les deux asymptotes des solutions peuvent être raccordées comme nous pouvons le voir sur la
�gure 3.4a et permettent d'obtenir une approximation uniforme de la solution, tracée �gure 3.4b :

�w = �w 12(�k; �z) + �k�� ~wv (�k; �z=�� ) � �k �� ~wM (�k; �z=�� ) (3.51)

(a) (b)

Figure 3.4 � Amplitude des solutions dans les trois régions pour �k=1, �z0 = 0 :0001, �� = 0 :02 en a) avec �w 12 en
bleu, �w v en rouge, �w M en noir, et solution uniforme �w (équation (3.51)) en b)

3.3 Absorption par une couche de surface

Pour rendre le développement du formalisme plus clair en quanti�ant les e�ets dissipatifs, nous avons
utilisé deux adimensionnements. La partie qui suit donne les résultats obtenus dans ce cadre et a�n de
faciliter la compréhension, ils seront donnés sous forme dimensionnelle.

(a) (b)

Figure 3.5 � Coe�cient de ré�exion à la surface : a) à la sortie de la couche interne, b) dans la région extérieure
dans le cas cisail lement variable hydrostatique avec F=1. Les valeurs de la profondeur du niveau critique,za sont
données sur la �gure b) à la place de� et z0 en a)

La �gure 3.5a montre le coe�cient de ré�exion estimé à la sortie de la couche intérieure, R, pour
di�érentes valeurs de la longueur de rugosité (z0) et de la longueur de mélange (� ) en fonction de J . Ces
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�gures sont tracées pour un nombre d'onde horizontal dominantk = 1=L = 10 � 3m� 1. Quand J > 0:25,
on peut voir que ce coe�cient décroît avec la stabilité (J ). Cela est consistant avec le fait que les solutions
ayant un plus grand � (donc quand J augmente, voir équation (3.33)) oscillent plus rapidement sur la
verticale. Elles sont alors plus absorbées. Ce comportement est illustré sur la �gure 3.6a : pour un même
za , la solution non dissipative (qui correspond aux solutions de Booker and Bretherton (1967)) oscille
plus pour un J grand. Cela est particulièrement vrai dans la région où les e�ets dissipatifs commencent
à être signi�catifs (région placée sous5hi ).

Toujours sur la �gure 3.5a, on peut noter que le coe�cient de ré�exion décroît avec la longueur de
rugosité z0, pour � �xé, ce qui est en accord avec le fait qu'une valeur importante de ce paramètre mène à
plus de dissipation. Cela a d'ailleurs été montré et quanti�é par Jiang et al. (2006) dans un modèle simple
de ré�exion d'ondes. De manière plus surprenante, on peut aussi voir sur cette �gure que l'absorption
décroît (R croît) lorsque la valeur limite de la longueur de mélange,� , augmente comme si plus de
dissipation donnait moins d'absorption. Pour interpréter ce résultat, il faut se rappeler que le caractère
oscillatoire des solutions~wv1 et ~wv2 est plus prononcé près de la surface quand la profondeur du niveau
critique n'est pas trop grand (za dans l'équation (3.27)). Comme on peut le voir sur le tableau 3.1, cette
profondeur diminue quandz0 croît, mais augmente avec� , ce qui explique le comportement d'absorption
de la �gure 3.5a.

Le fait que l'absorption deviennent moins sensible àJ lorsque za est grand est aussi illustré sur la
�gure 3.6 : quand za = 162 m, (�gure 3.6b) les di�érences entre le comportement oscillatoire des solutions
pour J = 0 :3 et J = 4 ne sont pas aussi prononcées que lorsqueza est plus petit (�gure 3.6a). La baisse
de ré�exion quand J augmente est alors moins importante (par exemple, on peut comparer les courbes en
tiret bleues et en pointillés rouges, �gure 3.5a). En�n, il est important de noter que R n'est pas sensible
au choix de k car les équations de la couche interne résolues dans la section 3.2 peuvent être calculées
de manière indépendante au nombre d'onde. Cela reste vrai dans la limite de notre analyse, c'est-à-dire
quand :

�� < �� (�k) � �hi (�k) < �d (3.52)

Les résultats pourR quand J < 0:25 sont plus di�ciles à interpréter car dans ce cas, ~wv1 et ~wv2 dans
l'équation (3.44) ne peuvent plus être associées à des ondes de gravité se propageant vers le haut ou vers
le bas. C'est pour cette raison que nous nous intéressons maintenant au coe�cient de ré�exion dans la
région externeq, calculé dans la section 3.2.4. En faisant l'approximation hydrostatique dans la couche
externe, le piégeage des ondes est évité et on peut analyser la ré�exion d'une onde se propageant dans
l'écoulement décrit ici.

q est représenté sur la �gure 3.5b pourd =
p

J (F = 1 ), et on voit que son amplitude se comporte
quasiment de la même manière queR quand J > 0:25. Par contre, contrairement à R, il se rapproche
de 1 (ré�exion presque totale) quand J < 0:25. Là encore, l'approximation hydrostatique des équations
dans la région extérieure supprime la dépendance enk des ai s. Comme R ne dépend pas de�k, q ne
varie pas beaucoup avec�k non plus. Il y a cependant une petite sensibilité : en gardant des valeurs entre
0:5 < �k < 2, on peut noter une absorption légèrement plus importante quand la profondeur de la couche
limite ( hi ) augmente et tend vers la hauteur de la couche limite (d), c'est-à-dire quand la couche intérieure
pénètre plus dans la couche limite (c'est-à-dire pour les courbes rouges, section 3.7.1).

Cette interprétation soutenant que la ré�exion en surface des ondes est presque totale quandJ < 0:25
a cependant une limite. En e�et, le coe�cient q est plus qu'un coe�cient de ré�exion en surface car des
ré�exions partielles d'ondes peuvent se produire là où la courbure du vent est forte (autour dez = d
même en cas hydrostatique car le paramètre de Scorer varie à cet endroit là). Nous avons alors véri�é que
ces ré�exions partielles ont un impact qualitatif faible en faisant des tests de sensitivité de nos résultats
à d, section 3.7.1. Cette faible sensitivité à la courbure du vent autour ded provient probablement du
très doux �échissement du vent de la couche limite par la fonction tanh. Elle a en e�et été choisie par
Lott (2007) pour limiter ces ré�exions partielles.

3.4 Conclusion

En météorologie dynamique et en océanographie, la turbulence de couche limite est souvent paramé-
trisée avec une di�usivité turbulente. Ces fermetures sont remises en question notamment lorsque les plus
petites échelles de la turbulence peuvent rétroagir sur les échelles plus grandes (Schumann and Launder,
1995; Weinbrecht and Mason, 2008), ou en région montagneuse car la turbulence est connue pour être non
homogène dans la direction horizontale (Stiperski and Rotach, 2016). Cependant, de nombreux modèles
les utilisent encore. Il est donc important de développer des théories qui peuvent aider à comprendre le
comportement de ces modèles. Une première étape est alors d'utiliser une théorie linéaire où la turbulence
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(a) za =16 m (b) za =162 m

Figure 3.6 � Champ de perturbations de vitesses verticales associées aux solutions de Booker and Bretherton

(1967) se propageant vers le bas :u =
i
k

(1=2 � i� )( z + za) � 1=2� i� . Ici, seulement la partie réelle est montrée

est représentée par une viscosité dont l'amplitude varie selon la théorie de la longueur de mélange pour
observer comment les ondes sont ré�échies à la surface.

Le premier message à retenir de ce travail est que près de la surface, l'écoulement de couche limite
non perturbé a un nombre de Richardson nul par construction et est moins absorptif que dans un cas
à viscosité constante analysé dans Lott (2007) (comparer les �gure 3.5a et �gure 3.5b avec les �gures 2
et 3 de Lott (2007) respectivement). On peut interpréter cette di�érence en remarquant que l'absorption
au niveau critique dans Lott (2007) est moins e�cace car celui-ci se déplace sous la surface dans les cas
considérés ici. Pour illustrer ce phénomène, nous pouvons voir que l'absorption est comparable à Lott
(2007) seulement lorsque la profondeur du niveau critiqueza est petite. Nous avons aussi constaté que
cette profondeur est importante et l'absorption est petite quand la valeur limite de la longueur de mé-
lange est grande... comme si plus de dissipation résulte en moins d'absorption. Cela est dû au fait qu'à
une longueur de rugosité �xée, une valeur plus grande de� mène à une profondeur du niveau critique
za plus importante. En raison de son rôle central, une suite de ce travail pourrait être de le calculer en
pratique sur des pro�ls de vent réels, par exemple en faisant correspondre une fonction linéaire aux vents
de couche limite au-delà de la couche de surface et en identi�ant la profondeur à laquelle cette fonction
s'annule. Nous avons aussi trouvé que l'absorption augmente avec la valeur du nombre de Richardson de
l'écoulement moyen. Cela est dû à un comportement plus oscillatoire proche de la surface qui résulte en
plus d'absorption, comme dans Lott (2007).
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3.5 Annexe A : Calcul des solutions lorsque le cisaillement varie
dans l'atmosphère libre

A) Le changement de variabler = �s2 = tanh[(�z + �za)=�d] permet de transformer l'équation (3.28) en
une équation ayant trois singularités régulières en r=0, 1 et1 :

d�w 2
I

dr2 +
d�w I

dr

�
1
2r

�
1

1 � r

�
+

�
J

4r 2(1 � r )2 +
1

2r (1 � r )
�

d2k2

4r (1 � r )2

�
�w I = 0 : (3.53)

B) Le développement autour des singularités permet de s'approcher de la solution par un développe-
ment de Frobenius dont les exposants ont été calculés dans (Sou�et et al., 2022). :

r = 0 : � 1 =
1
4

+ i
�
2

; � 2 =
1
4

� i
�
2

(3.54)

r = 1 : 
 1 =
� �m �d

2
; 
 =

�m �d
2

(3.55)

r = 1 : � 1 = 1 ; � 2 = �
1
2

(3.56)

avec

� =

r

j J �
1
4

j; �m =
q

j �k2 � J= �d2 j:

Quand J < 1
4 , � devient i� et quand �k2 < J= �d2, �m devient � isign (�k) �m.

C) On peut alors e�ectuer un nouveau changement de variable (d'après (Olver, 1974)) :

�w I = r � 1 (1 � r ) 
 1 W (r ): (3.57)

l'équation (3.28) peut être ramenée à une équation hypergéométrique pour W ayant comme coe�cients
une combinaison des exposants trouvés précédemment :

r (1 � r )
d2W
dr2 + [ c � (a + b+ 1) r ]

dW
dr

� abW = 0 ; (3.58)

avec 8
>>>><

>>>>:

a = � 1 + � 1 + 
 1 =
5
4

+ i
�
2

�
�m
2

b = � 1 + � 2 + 
 1 = �
1
4

+ i
�
2

�
�m
2

c = 1 + � 1 � � 2 = 1 + i�

(3.59)

Trois singularités régulières sont maintenant en�z = 0 ; 1; 1 .

D) Les deux solutions linéaires indépendantes autour de la singularité r=1, données dans (Abramo-
witz and Stegun, 1964) (eq 15.5.3) nous intéressent particulièrement car elles permettent de calculer les
solutions asymptotiques en�z ! 1 :

W1(1) = r 1� cF (1 + b� c;1 + a � c; a + b+ 1 � c; 1 � r ) (3.60)

W2(1) = (1 � r )c� a� bF (c � b; c� a; c � a � b+ 1; 1 � r ) (3.61)

où F est la fonction hypergéométrique. Elles nous permettent de trouver deux solutions :

�w 1(1) = �w D = 2 �m r � 1 (1 � r ) 
 1 W1(1) �|{z}
�z!1

e �m (�z+�za ) ; (3.62a)

�w 2(1) = �w I = 2 � �m r � 1 (1 � r ) 
 1 W2(1) �|{z}
�z!1

e� �m (�z+�za ) : (3.62b)

La première solution correspond à une onde d'amplitude unitaire (normalisée par le facteur2 �m ) croissant
exponentiellement avec �z, ou à une onde se propageant vers le bas lorsque�k2 < J= �d2. La deuxième
correspond à une onde ayant une amplitude décroissant exponentiellement, ou à une onde se propageant
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vers le haut.

Dans le cas hydrostatique, on a�m = � isign (�k)
p

J= �d, toutes les longueurs d'ondes deviennent éva-
nescentes et sont piégées.

E) A�n de pouvoir raccorder les solutions de la couche extérieure aux développements asymptotiques
des solutions dissipatives dans la région de raccordement, nous avons besoin de connaître le comportement
de ces solutions autour de la singularitér = 0 (en �z ! 0). De nouveau, leur expression est donnée par
Abramowitz and Stegun (1964) :

W1(0) = F (a; b; c; r ); (3.63)

W2(0) = r 1� cF (a � c + 1 ; b� c + 1; 2 � c; r ) (3.64)

et permet de calculer leur comportement asymptotique :

�w 1(0) = r � 1 (1 � r ) 
 1 W1(0) �|{z}
�z! 0

(
�z + �za

�d
)

1
2 + i� (3.65a)

�w 2(0) = r � 1 (1 � r ) 
 1 W2(0) �|{z}
�z! 0

(
�z + �za

�d
)

1
2 � i� (3.65b)

F) Ces solutions autour des singularités r=0 et r=1 dépendent l'une de l'autre, et sont reliées par
Abramowitz and Stegun (1964), eq (15.3.6) :

W1(0) = A1W1(1) + A3W2(1) ; (3.66a)

W2(0) = A2W1(1) + A4W2(1) : (3.66b)

avec

A1 =
�( c)�( c � a � b)
�( c � a)�( c � b)

; A2 =
�(2 � c)�( c � a � b)

�(1 � a)�(1 � b)
; (3.67)

A3 =
�( c)�( a + b� c)

�( a)�( b)
; A4 =

�(2 � c)�( a + b� c)
�(1 � c + a)�(1 � c + b)

Pour obtenir les solutions en (�z ! 1 ) en fonction des solutions en (�z ! 0), on peut exprimer les
expressions (3.66) avec�w 1(1) , �w 2(1) , �w 1(0) , �w 2(0) , les inverser et utiliser la forme asymptotique en (�z ! 0)
(3.65) :

�w 1(1) = b4 �w 1(0) + b3 �w 2(0) =|{z}
�z! 0

�a4(�z + �za)
1
2 + i� + �a3(�z + �za)

1
2 � i� = �w 1M (3.68a)

�w 2(1) = b2 �w 1(0) + b1 �w 2(0) =|{z}
�z! 0

�a2(�z + �za)
1
2 + i� + �a1(�z + �za)

1
2 � i� = �w 2M (3.68b)

où

�a1 = b1
�d� 1

2 + i� ; �a2 = b2
�d� 1

2 � i� ; �a3 = b3
�d� 1

2 + i� ; �a4 = b4
�d� 1

2 � i� (3.69)

Et

bj =

8
>><

>>:

(� 1)j � 1 2� �m A j

A1A4 � A3A2
pour j=1,2

(� 1)j 2 �m A j

A1A4 � A3A2
pour j=3,4

3.6 Annexe B : Solutions dans la région de raccordement

La région de raccordement est une zone où~z est grand mais �z est petit et où les e�ets dissipatifs
commencent à devenir signi�catifs, même si elle se situe au-dessus de la couche intérieure. Les cisaillements
de vent et strati�cation constants dans cette région permettent de donner le système d'équation (3.40)
qui peut être réduit à une équation d'ordre 6 en variable extérieures (�z = �� ~z) :
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2�� 6@(6)
�z �w � 3i (�z + �za) �� 3@(4)

�z �w � (2 � J )i@(3)
�z �w � (�z + �za)2@(2)

�z �w � J �w = 0 (3.70)

Pour trouver les solutions asymptotiques, nous suivons Koppel (1964) et appliquons une approximation
WKB :

�w (�z) = A(�z + �za)e
B (�z +�z a )

� ; (3.71)

où A et B sont des fonctions et� est un petit paramètre. On peut utiliser le fait que :

�w (n ) �
�

A _B n

� n + n
_A _B n � 1

� n � 1 +
n(n � 1)

2
A •B _B n � 2

� n � 1 + O(� 2� n )
�

eB=� ; (3.72)

et prendre � = �� 3=2, ce qui rend l'équation (3.70) non-dégénérée à l'ordre dominant. Dans ce cas, à l'ordre
� � 2 on a :

2 _B 6 � 3i (�z + �za) _B 4 � (�z + �za)2 _B 2 = 0 : (3.73)

Cette équation a trois solutions correspondant à des perturbations qui n'augmentent pas de manière
exponentielle loin du sol :

_B = 0 ; _B = �
p

i
p

�z + �za ; et _B = �
p

i=2
p

�z + �za :

l Quand _B = 0 , tous les termes en puissance de�� dans l'équation (3.70) sont petits et on retrouve
les deux solutions non dissipatives de Booker and Bretherton (1967) :

(�z + �za)
1
2 � i� ; (�z + �za)

1
2 + i� : (3.74)

l Pour _B 6= 0 , il faut aller à l'ordre � � 1 et obtenir :

_A
�
12 _B 5 � 12i ( �Z + �za) _B 3 � 2( �Z + �za)2 _B

�

+ A
�
30•B _B 4 � 18i ( �Z + �za) •B _B 2 � (2 � J )i _B 3 � ( �Z + �za)2 •B

�
= 0 : (3.75)

En substituant _B dans équation (3.75), on a :

_A
A

= �
9 + 2J

4(�z + �za)
et

_A
A

= �
5 � 2J

4(�z + �za)
(3.76)

pour _B = �
p

i
p

�z + �za , et _B = �
p

i=2
p

�z + �za respectivement. Cela donne deux autres solutions
WKB :

(�z + �za) � 9+2 J
4 e� 2

3

p
i ( �z +�z a

�� )3= 2

; (�z + �za) � 5 � 2J
4 e� 2

3

p
i
2 ( �z +�z a

�� )3= 2

: (3.77)

Les solutions de la couche intérieure ayant ces comportements asymptotiques n'ont pas besoin
d'être raccordées aux solutions externes car elles décroissent rapidement de manière exponentielle
sur la verticale. En revanche, elles sont nécessaires pour satisfaire les trois conditions de non
glissement à la surface.
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3.7. ANNEXE C : SENSIBILITÉ DU COEFFICIENT DE RÉFLEXION

3.7 Annexe C : Sensibilité du coe�cient de ré�exion

3.7.1 Sensibilité à d

(a) et (b) d =
p

JL , k = 1=L

(a) (b)

(c) et (d) d = 2
p

JL , k = 1=L

(c) (d)

(e) et (f) d = 4
p

JL , k = 1=L

(e) (f)

Figure 3.8 � Coe�cient de ré�exion à la surface : (a), (c), (e) à la sortie de la couche interne, (b), (d) , (f)
dans la région extérieure dans le cas cisail lement variable hydrostatique pour di�érentes valeurs desld.
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3.7.2 Sensibilité à k

(a) et (b) d = 1L ,k = 0 :5=L

(a) (b)

(c) et (d) d = 1L ,k = 1=L

(c) (d)

(e) et (f) d = 1L , k = 2=L

(e) (f) :

Figure 3.7 � Coe�cient de ré�exion à la surface : (a), (c), (e) à la sortie de la couche interne, (b), (d) , (f)
dans la région extérieure dans le cas cisail lement variable hydrostatique pour di�érentes valeurs dek
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Chapitre 4

Interactions entre une montagne et
la couche limite atmosphérique

Dans le chapitre 3, nous avons analysé les liens entre les di�érents paramètres d'une couche limite
basée sur la théorie de la longueur de mélange et la ré�exion en surface d'ondes se propageant à travers
elle. Le but de ce chapitre est de relier ces résultats avec le comportement des ondes piégées se développant
à l'aval d'une montagne.

A�n d'étudier la manière dont les ondes piégées sont a�ectées par les propriétés de la couche limite,
nous allons ajouter une montagne dans le formalisme présenté au chapitre 3. A�n de discriminer l'impact
de la région de piégeage des ondes et la quantité d'ondes piégées, les deux pro�ls de vent décrits précé-
demment seront considérés :

l Le cas "cisaillement constant" caractérisé par un pro�l de vent logarithmique près de la surface et
linéaire au-delà :

UV (z) =
u�

�
ln

0

B
@

sinh(�
z + z0

�
)

sinh(�
z0

�
)

1

C
A ; BV (z) =

b�

�
ln

0

B
@

sinh(�
z + z0

�
)

sinh(�
z0

�
)

1

C
A (4.1)

l Le cas "cisaillement variable" présentant un pro�l de vent courbé pour devenir constant au-delà
d'une hauteur d :

U(z) =
u� D

�
tanh

�
�

u� D
UV (z)

�
, B (z) = BV (z) (4.2)

Ces pro�ls sont tracés sur la �gure 3.1.
Les sections 4.1 à 4.5 redonnent le formalisme développé dans le chapitre précédent en prenant en

compte le forçage par la montagne et les coordonnées curvilignes. La section suivante analyse la réponse
de l'écoulement à une montagne idéalisée avec une attention particulière portée sur le taux de décroissance
spatiale des modes piégés. Les sections 4.10 et 4.11 permettent de développer les solutions non dissipatives
dans le cas du cisaillement constant et montre des résultats complémentaires pour mieux décrire les taux
de décroissance des modes piégés.

4.1 Formalisme

Les équations pour décrire un écoulement perturbé par une montagne nécessitent d'être exprimées
en coordonnées curvilignes. Ainsi, les coordonnées qui suivent le terrain (X; Z ) peuvent être reliées aux
coordonnées cartésiennes (x; z) par :

x = X; z = Z + h(X )f (Z ) = Z + z0; (4.3)

où h(x) est la hauteur de la montagne et où la fonctionf (Z ), positive, assure la transition entre les
coordonnées suivant le relief près de la surface et les coordonnées cartésiennes loin de celle-ci. Pour cela,
f (0) = 1 et décroît vers0 quand Z ! 1 . Avec ces coordonnées, les équations de Boussinesq stationnaires
peuvent s'écrire de la manière suivante (Clark (1977), équations (2.21)-(2.28) et (3.18)-(3.20)) :

� (u@X u + W@Z u) = � (@X �p + @Z �g 12p) + @Z � XZ ; (4.4a)
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� (u@X w + W@Z w) = � @Z p + �b + @Z � XZ ; (4.4b)

� (u@X b+ W@Z b) = @Z qZ ; (4.4c)

@X �u + @Z �W = 0 ; (4.4d)

où la "pseudo" densité� est le Jacobien de la transformation,�g 12 est le coe�cient du tenseur métrique,
W est la vitesse dans la direction perpendiculaire aux surfaces deZ = const :

� = @Z z ; �g 12 = � @X z ; W = u@x Z + w@zZ: (4.5)

u et w sont les vitesses horizontales et verticales. Contrairement à Clark (1977), nous avons ici choisi de
négliger les �ux de chaleur dans la direction horizontale (� xx ; � xz et qx ) en accord avec la théorie de la
longueur de mélange (voir chapitre 3).
Comme dans le chapitre précédent, les anomalies de pression sont divisées par une densité constante de
référence,� r et la �ottabilité b = � g(� � � r )=� r . Avec ce formalisme, les conditions à la limite deviennent :

u(Z = 0) = W (Z = 0) = b(Z = 0) = 0 (4.6)

4.2 Échelles de la couche interne et points tournants

Comme nous l'avons vu dans la section 3.2.2 , l'équation (3.3) mesurant l'épaisseur de la couche
interne hi peut être approximée par :

hi (k) � � (k) =
�

� 2

k

� 1=3

(4.7)

Les points tournants des ondes sont souvent situés au-dessus de l'échelle caractéristique de la couche
interne, à une hauteur ht dé�nie par l'équation (3.2), niveau où le paramètre de Scorer vautk2. Leur
présence quanti�e le piégeage des ondes tandis que le paramètreJ (voir équation (3.18)) quanti�e la
profondeur sur laquelle le piégeage se produit. Pour illustrer cela (et dans la suite du chapitre), nous
considérons une montagne représentée par une gaussienne d'échelle horizontale caractéristiqueL ,

h(x) = He� x 2 =2L 2
; (4.8)

où H est le maximum de la hauteur de la montagne. Pour un tel pro�l, une large portion des harmoniques
excitées ont un nombre d'onde horizontal qui s'étend sur l'intervalle21=2=L > k > 2� 1=2=L. Transposé
aux échelles internes caractéristiques,� varie sur une plage� i < � < � s qui apparaît sur la �gure 4.1a en
vert. Nous pouvons voir que cet intervalle satisfait � < � (k) < d .

Sur la �gure 4.1b, cette même région apparaît, en plus des zones délimitées en rouge et bleu. Celles-ci
représentent les plages d'altitudes correspondants aux niveaux tournantsht des ondes émises dans un
écoulement caractérisé par unJ �xé à 0:1; 0:5 et 2 et pour desk compris dans l'intervalle [2� 1=2L; 21=2L].
Ces plages d'altitudes sont obtenues par résolution de l'équation (3.2). Comme dans (Lott et al., 2020b),
on peut voir que dans le cas cisaillement constant (d = 1 en bleu sur la �gure 4.1b), le paramètre J
contrôle l'altitude des niveaux tournants : quand J < 1 (J > 1), on peut s'attendre à une dynamique
neutre (strati�ée) et ces niveaux sont principalement situés sous (au-dessus de)L = 1 km. On peut noter
qu'en utilisant les pro�ls logarithmiques issus de la formule de Blackadar classique (équation (3.10)), les
diagnostics concernant la couche interne et les niveaux tournants di�èrent peu quantitativement de ceux
qui sont présentés ici.
Dans le cas cisaillement variable oùd = L (courbes en rouge �gure 4.1b), l'altitude des points tournants
augmente également avecJ mais est localisée signi�cativement plus haut que lorsqued = 1 . De plus,
lorsqueJ tend vers 1 et augmente, il n'y a plus beaucoup d'ondes piégées (il n'y a quasiment pas de point
tournant pour J = 2 ). En e�et, lorsque d = L, la fraction d'ondes se propageant vers le haut comparée
aux ondes piégées est mesurée en comparant le paramètre de Scorer loin de la surface avec1=L2.

Sc(1 ) ? 1=L2 () F =
U(1 )

N (1 )L
=

d

L
p

J
7 1; (4.9)

où les pro�ls de �ottabilité et de vent sont donnés par l'équation (4.2) et F est le nombre de Froude.
Pour résumer, quandd = L, il faut garder à l'esprit que pour un F constant, J contrôle à la fois la région
de piégeage mais aussi la quantité d'ondes piégées.
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(a) (b)

Figure 4.1 � (a) Pro�l de vent moyen pour � = 20 m, L = 1 km, d = 1 km, z0 = 1 m, u� = 0 :2 m:s � 1 ,
(b) Schéma du modèle utilisé. Les lignes en noir suivent la surface àZ =0.5,1,1.5. en (a) et (b), la zone verte
représente la hauteur caractéristique de la couche interne pour21=2=L > k > 2� 1=2=L. En (b), les lignes verticales
montrent les altitudes des niveaux tournants ht pour le même intervalle et pour J=0.1,0.5,2 pour d = 1 (d = L )
en bleu (rouge)

Pour une montagne de longueur caractéristiqueL , le nombre de Froude est donné par équation (4.9).
Ce paramètre mesure l'importance des e�ets non-hydrostatiques sur la dynamique. Une di�culté qui
apparaît souvent avec les écoulements de couche limite est que changer un paramètre important, par
exemple J , en impacte un autre, par exempleF . Dans l'étude réalisée ici, nous nous concentrons sur
les propriétés d'absorption de la couche limite et faisons le choix de varier de manière systématique les
paramètres � , z0 et J ; F prendra seulement les deux valeursF = 1 (d =

p
J ) correspondant au cas

avec cisaillement variable, etF = 1 (d = 1 ) correspondant au cas avec cisaillement constant. Dans ces
deux cas, le nombre d'harmoniques qui restent piégées par rapport au nombre d'harmoniques excitées
par la montagne reste constant quand les autres paramètres changent (zo, � ). Cependant, pour garder
F constant, la profondeur de la couche limited doit augmenter avecJ . Cela va alors avoir deux e�ets
contrastés : d'un côté, les ondes piégées seront plus atténuées près de la surface quandJ augmente, mais
de l'autre, le fait que la région piégeante s'épaississe permet à plus de modes de se développer.

4.3 Équations

Le même adimensionnement des équations est adopté ici que dans la section 3.2 avec en plus, spéci�-
quement aux coordonnées curvilignes,

W =
u� L

�
�W : (4.10)

Le système d'équation équation (4.4) devient :

�
�
�u@�X �u + �W@�Z �u

�
= �

�
@�X � �p + @�Z �g 12 �p

�
+ �� 2@�Z

� �� 2k@�Z �uk@�Z �u
�

; (4.11a)

�
�
�u@�X �w + �W@�Z �w

�
= � @�Z �p + � �b+ �� 2@�Z

� �� 2k@�Z �uk@�Z �w
�

; (4.11b)

�
�
�u@�X

�b+ �W@�Z
�b
�

= �� 2@�Z

� �� 2k@�Z �uk@�Z
�b
�

; (4.11c)

@�X � �u + @�Z � �W = 0 : (4.11d)

La transformation de coordonnées équation (4.3) adimensionnée s'écrit :

�x = �X; �z = �Z + �h( �X )f ( �Z ) = �Z + �z0: (4.12)
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L'adimensionnement pour une petite montagne et la fonction permettant la transition entre les systèmes
de coordonnées nous donnent :

�h(�x) = Se� �x 2
2 ; and f ( �Z ) = exp

�
� �Z 3=3

�
; (4.13)

où S = H=L est la pente de la montagne. La dé�nition def ( �Z ) est telle qu'à la surface,f (0) = 1 ; _f (0) = 0
et •f (0) = 0 ce qui permettra de simpli�er le formalisme dans la couche interne.

On cherche des solutions sous forme de transformée de Fourier :

�u0( �X; �Z ) =
Z + 1

�1
�u (�k; �Z )ei �k �X d�k : (4.14)

Nous nous intéressons à des montagnes de petites pentes et supposons que la réponse aux termes de
forçage est linéaire. Ainsi, les solutions considérées sont de la forme :

�u = �U + �u0; �w = �w0; �W = �W 0; �p = �P + �p0; �b = �B + �b0; �z = �Z + �z0 and � = 1 + � 0; (4.15)

Le système équation (4.11) linéarisé avec�� et �z , les transformées de Fourier de� 0 et �z0, s'écrit alors :

i �k �U�u + �U �Z
�W + i �k�p � �� 2@�Z 2�� @�Z �u = i �k �B�z (4.16a)

i �k �U �W + @�Z �p � �b � �� 2@�Z
�� @�Z �w = �� �B + �k2 �U2�z ; (4.16b)

i �k �U�b + �B �Z
�W � � 2@�Z

� �� @�Z
�b + J �� @�Z �u

�
= 0 ; (4.16c)

i �k�u + @�Z
�W = � i �k �U �� ; (4.16d)

Où �W � �w = � i �k �U �z; (4.16e)

La condition de non-glissement à la surface�U(0) = �B (0) = 0 devient :

�u (0) = �W (0) = �b(0) = 0 : (4.17)

Les termes de forçage des équations équation (4.16) associés aux coordonnées curvilignes apparaissent
à la main de droite de ce système. Pour le résoudre, on va d'abord se concentrer sur la partie homogène
(sans terme de forçage) puis chercher une solution particulière qui équilibre ces forçages. Ces deux solu-
tions seront combinées pour en formuler une troisième qui satisfera les conditions aux limites. À la fois
pour la solution homogène et particulière, le domaine sera divisé en trois régions (voir chapitre 3)). La
zone extérieure, non dissipative, est séparée de la zone intérieure par une zone de raccordement.

4.4 Solution homogène

4.4.1 Solutions de la couche extérieure

La couche externe, loin de la surface, est caractérisée par�� << 1, approximation valide pour �Z >> �� .
Le système d'équation est alors non dissipatif. Nous distinguons ici la résolution des équations entre
les deux cas qui seront considérés dans la suite de ce chapitre - le cas cisaillement variable et le cas
cisaillement constant.

l Cas cisaillement variable, �d 6= 1
Ce cas a été développé dans la section 3.2.1 en coordonnées cartésiennes. Pour rappel, les pro�ls de

vent et �ottabilité dans cette partie éloignée de la surface peuvent s'écrire :

�U( �Z ) �|{z}
�Z !1

�d tanh
� �Z + �za

�d

�
; �B (�z) �|{z}

�z!1

J ( �Z + �za) (4.18)

et

�za = �z0 �
��
�

ln
�

2 sinh
�

� �z0

��

��
(4.19)

Dans le chapitre 3, nous avions besoin des solutions d'ondes se propageant à la fois vers le haut et vers
le bas pour pouvoir calculer un coe�cient de ré�exion. Dans le cas qui nous intéresse ici, le forçage (la
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montagne) est situé à la surface. Ainsi, nous ne considérerons que les solutions correspondant aux ondes
se propageant vers le haut, et leur développement asymptotique pour�Z ! 0 :

�W I (�z) = �w I (�k; �Z + �za) �|{z}
�Z !1

e� �m ( �Z +�za ) ; (4.20)

�|{z}
�Z ! 0

�a1
� �Z + �za

� 1=2� i�
+ �a2

� �Z + �za
� 1=2+ i�

= �W IM ; (4.21)

où les �a1 et �a2 sont donnés dans l'annexe section 3.5. Dans ces équations,

� =

s �
�
�
�J �

1
4

�
�
�
� ; and �m =

q �
� �k2 � J= �d2

�
� ; (4.22)

quand J > 1=4 et �k2 �d2 > J respectivement. SiJ < 1=4, � devient i� et quand �k2 �d2 < J , �m devient
� i sign(�k) �m.

l Cas cisaillement constant, �d = 1
Lorsque �d = 1 , les pro�ls de vent et �ottabilité loin de la surface peuvent s'exprimer :

�UV ( �Z ) �|{z}
�Z !1

�Z + �za ; �B (�z) �|{z}
�z!1

J ( �Z + �za) (4.23)

L'équation de Taylor-Goldstein issue du système d'équation (4.16) homogène sans terme dissipatif
est :

d2 �W

d �Z 2
+

�
J

( �Z + �za)2
� �k2

�
�W = 0 ; (4.24)

dont les solutions s'expriment en terme de fonctions de Hankel. Leur développement est détaillé sec-
tion 4.10 et nous permet d'écrire leur expression asymptotique :

�W I (�z) = i

s
� �k( �Z + �za)

2
e� ��= 2H (1)

i� (i �k( �Z + �za)) �|{z}
�Z !1

e� �k ( �Z +�za ) (4.25)

�|{z}
�Z ! 0

�a2( �Z + �za)1=2+ i� + �a1( �Z + �za)1=2� i�

= �W IM (4.26)

Où les �a1 et �a2 sont donnés dans l'section 4.10.

Dans les deux cas, cisaillement variable et constant, les solutions (4.20) et (4.25) correspondent à un
mode d'amplitude unitaire décroissant exponentiellement quand�Z ! 1 (ou à une onde se propageant
vers le haut si �m est imaginaire). Proche de la surface, les développements asymptotiques des solutions
((4.21) et (4.26)) se comportent comme des solutions de Booker and Bretherton (1967) proche d'un niveau
critique (voir la discussion dans la section 3.2.1) qui pourront être raccordées aux solutions dissipatives
de la couche interne dans la région de raccordement.

4.4.2 Région de raccordement

Comme dans le chapitre précédent, on va utiliser le fait qu'il existe une région où�Z est petit mais où
les e�ets dissipatifs deviennent signi�catifs pour raccorder les solutions des régions externes et internes.
On utilise un adimensionnement propre à la couche interne pour calculer les solutions près de la surface
(quand �Z ! 0) et à la sortie de la couche intérieure. Elle est présentée section 3.2.3 et complétée pour
une situation en coordonnées curvilignes par :

�Z + �za = �� ( ~Z + ~za); �W = �� �k ~W ; U � �� ~U (4.27)

La résolution du système homogène est la même que dans la section 3.2.3 mais avec les coordonnées
curvilignes. Ainsi, le système d'équation avec les termes dissipatifs et avec le développement asymptotique
du pro�l de vent dans la partie où le cisaillement est constant (équation (4.23)) s'écrit :
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i ( ~Z + ~za)~u + ~W + i �p � 2@~Z @~Z ~u = 0 : (4.28a)

i ( ~Z + ~za)~b + J ~W � @~Z

�
@~Z

~b + J@~Z ~u
�

= 0 ; (4.28b)

@~Z ~p � ~b = 0 ; (4.28c)

i ~u + @~Z
~W = 0 ; (4.28d)

L'équation du sixième ordre issue de ce système nous donne quatre solutions (sans prendre en compte les
deux solutions qui croissent exponentiellement), section 3.6. Deux correspondent aux solutions de Booker
and Bretherton (1967) :

~W v1 �|{z}
~Z !1

( ~Z + ~za)
1
2 � i� ; ~W v2 �|{z}

~Z !1

( ~Z + ~za)
1
2 + i� ; (4.29)

et deux des solutions ont une décroissance exponentielle avec~Z et n'ont pas besoin d'être raccordées
aux solutions externes. En revanche, elles sont essentielles pour permettre de satisfaire les conditions à
la limite en surface :

~W v3 �|{z}
~Z !1

( ~Z + ~za) � 9+2 J
4 e� 2

3

p
i [( ~Z +~za )]

3
2 ; ~W v4 �|{z}

~Z !1

( ~Z + ~za) � 5 � 2J
4 e� 2

3

p
i
2 [( ~Z +~za )]

3
2 (4.30)

4.4.3 Solutions de la couche interne

Le système d'équation en coordonnées curvilignes avec les termes dissipatifs devient :

i ~U~u + ~U~z ~W = � i ~p + 2@~z ( ~� @~z ~u); (4.31a)

i ~U~b + J ~U~z ~W = @~z ( ~�( @~z ~b + J@~z ~u)) (4.31b)

@~z ~p = ~b; (4.31c)

i ~U~u + @~z ~W = 0 ; (4.31d)

où ~U est donné par :

~U =
~�
�

log
�

sinh � ( ~Z + ~z0)=~�

sinh � ~z0=~�

�
; ~� = tanh

�
�

~Z + ~z0

~�

�
; (4.32)

Les solutions sont intégrées vers la surface par un algorithme de Runge-Kutta à partir de~z � 5,
initié par les solutions de raccordement. Pour cela, on fait coïncider les deux solutions~W v1 et ~W v2,
équation (4.29), avec le développement asymptotique des solutions extérieures eq (4.26) :

~W 12 �|{z}
~Z !1

~a1( ~Z + ~za)1=2� i� + ~a2( ~Z + ~za)1=2+ i� (4.33)

avec
~a1 =

�a1

�k
�� � 1=2� i� ; ~a2 =

�a2

�k
�� � 1=2+ i� : (4.34)

On évalue également numériquement les deux solutions qui sont exponentiellement petites loin de la
surface, ~W v3 et ~W v4, eq (4.30).

4.4.4 Approximation uniforme

Maintenant qu'on a les solutions intérieures, extérieures et de raccordement, on peut exprimer une
approximation des trois, mais il est nécessaire de les écrire dans les mêmes coordonnées. L'approximation
uniforme pour la vitesse verticale des solutions d'ondes se propageant vers le haut peut être écrite

�W 12U ( �Z ) = �W I ( �Z ) + �k�� ~W 12( �Z=�� ) � �W IM ( �Z ): (4.35)

tandis que l'approximation uniforme des solutions dissipatives qui correspondent à~W 3 et ~W 4 consiste
simplement à les écrire en terme d'adimensionnement externe puisque ces deux fonctions deviennent
exponentiellement petites dans la couche lointaine (dans ce cas, externe et raccordement coïncident) :

�W 3U ( �Z ) = �k�� ~W 3( �Z=�� ); �W 4U ( �Z ) = �k�� ~W 4( �Z=�� ) (4.36)
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4.5 Solution particulière

Une particularité des coordonnées curvilignes est qu'elles font apparaître des termes de forçage néces-
sitant la résolution d'une solution particulière.

Région extérieure
Quand on néglige les termes dissipatifs des équations (4.16), une solution particulière est obtenue en

faisant la di�érence entre les champs moyens exprimés en coordonnées cartésiennes et curvilignes. Par
exemple, pour le vent, la di�érence est : �U(�z) � �U( �Z ). Ainsi, on peut calculer la solution particulière
linéaire :

�u Ip = �z �U �Z ; �b Ip = �z �B �Z ; �p Ip = �z �B ( �Z ); et �W Ip = � i �k �U�z : (4.37)

Pour véri�er cette solution particulière, il su�t de remplacer ces expressions dans équation (4.16) sans
termes dissipatifs.

Région de raccordement
Dans la région de raccordement, la solution particulière est :

�u Mp = �z ; �bMp = J �z; �p Mp = J ( �Z + �za)�z ; and �W Mp = � i �k( �Z + �za)�z : (4.38)

Région intérieure
Dans cette région, on utilise l'adimensionnement décrit en section 4.4.2 pour écrire à l'ordre dominant :

i ~U~u + ~U ~Z
~W + i ~p � @~Z 2~� @~Z ~u = i ~B �h; (4.39a)

@~Z ~p � ~b = 0 ; (4.39b)

i ~U~b + ~B ~Z
~W � @~Z

~�
�
@~Z

~b + J@~Z ~u
�

= 0 ; (4.39c)

i ~u + @~Z
~W = 0 : (4.39d)

La solution particulière est alors obtenue par intégration numérique des équation (4.39) initiée par les
solutions de raccordement équation (4.38). Si on appelle~W V p(�k; ~Z ) la solution, une expression uniforme
de la solution particulière est :

�W Up (�k; ~Z ) = �W Ip (�k; �Z ) + �k�� ~W V p(�k; �Z=�� ) � �W Mp (�k; �Z ); (4.40)

Avec des expressions similaires pour�u Up et �bUp .

4.6 Conditions aux limites

On peut alors écrire l'expression complète des champs, par exemple ici de vitesse verticale, en com-
binant linéairement les trois solutions homogènes (�W 12U ( �Z ), �W 3U ( �Z ) et �W 4U ( �Z ) ) ainsi que la solution
particulière ( �W pU ( �Z )) :

�W ( �X; �Z ) =
Z + 1

�1

�
f 2(�k) �W 12U (�k; �Z ) + f 3(�k) �W 3U (�k; �Z ) + f 4(�k) �W 3U (�k; �Z ) + �W pU (�k; �Z )

�
ei �k �X d�k

(4.41)
Les coe�cients f i (�k) peuvent être trouvés à partir de la condition à la limite, équation (4.6) :

8
><

>:

f 2(�k) �W 12U (�k; 0) + f 3(�k) �W 3U (�k; 0) + f 4(�k) �W 3U (�k; 0) = � �W pU (�k; 0)

f 2(�k)�u 12U (�k; 0) + f 3(�k)�u 3U (�k; 0) + f 4(�k)�u 3U (�k; 0) = � �u pU (�k; 0)

f 2(�k)�b12U (�k; 0) + f 3(�k)�b3U (�k; 0) + f 4(�k)�b3U (�k; 0) = � �bpU (�k; 0)

(4.42)

Ensuite, les champs d'ondes sont reconstruits par transformée de Fourier inverse et interpolation sur
une grille rectangulaire.
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� * ~z ! 1

5� + �z ! 0

d

�U(F =1) �U(F = 1 )

couche
externe

région de
raccordement

couche de surface

z

x0

( �z ! 1 ) * ei �m (�z+�za )

Solutions analytiques, �W 12

Hypergéométriques / Hankel

Couche externe

Solutions numériques, ~W 12; ~W 3; ~W 4

Couche de surface

�W IM = �a1 (�z + �za)1=2� i� + �a2 (�z + �za)1=2+ i�

+ ( �W 12(�z ! 0))

* ( ~W 12( ~Z ! 1 ); ~W 3( ~Z ! 1 ); ~W 4( ~Z ! 1 )
| {z }

lim ~Z !1 =0

)

Figure 4.2 � Schéma représentant les propriétés des régions considérées pour la résolution des équations

4.7 Développement des ondes piégées

Comme au chapitre 3, le formalisme a été développé sous forme adimensionnée mais par souci de
clarté, les résultats présentés dans la suite seront sous forme dimensionnelle. Dans notre modèle, chaque
harmonique �w (�k; �z) varie sur la verticale. Quand z=L >> d , elles se comportent comme :

e� m (z+ za) où m =
�

� i
p

F � 2L � 2 � k2 pour k < k c = ( FL ) � 1
p

k2 � F � 2L � 2 pour k > k c
(4.43)

où kc est le nombre d'onde de coupure séparant les ondes piégées et les harmoniques se propageant
verticalement librement.

4.7.1 Champ d'onde

Les champs de vitesse verticale sont représentés sur la �gure 4.3 pour di�érentes valeurs du nombre
de RichardsonJ , pour z0=1 m et � =20 m. Les six premières sous-�gures montrent les champs d'onde
pour le cas cisaillement constant, c'est-à-direF = 1 et donc m = k. Les champs d'onde obtenus avec
cisaillement variable (F =1) sont tracés sur les six sous-�gures du bas.

Quand F = 1 , on peut voir que le champ d'onde décroît rapidement avec l'altitude en conséquence
de la présence de points tournants (m devient réel) pour tous les nombres d'ondes. Pour de petitsJ ,
l'altitude de ces points tournants, ht (k) est proche de la surface par rapport à l'échelle caractéristique
horizontale (kht < 1 pour l'harmonique dominante) tandis qu'elle est située plus loin pour desJ plus
grand (voir section 4.2). Cela a pour conséquence que pour desJ < 1, les ondes piégées ne peuvent pas
se développer de manière signi�cative, comme on peut le voir sur la �gure 4.3a,b. PourJ > 1, la réponse
de l'écoulement est dominée par les ondes piégées dont l'amplitude décroît à l'aval de la montagne. Pour
J = 2 , on observe un mode dominant con�né à bas niveau qui décroît derrière la montagne tandis que
pour J = 3 :5, deux modes coexistent (�gure 4.3e) : le mode le plus long apparaît à des altitudes plus
hautes que celles correspondant aux cas où J est plus petit, tandis que le second mode est beaucoup plus
court et se manifeste dans la partie la plus basse du domaine, con�né près de la surface juste derrière
la montagne. À J = 4 :5, ce mode proche de la surface est extrêmement atténué, ce qui est consistant
avec l'absorption très importante de la surface (�gure 3.5). Le fait que plusieurs modes coexistent dans
la réponse de l'écoulement au forçage, et que le mode dominant soit con�né près de la surface pour de
petits J , puis se développe plus haut pour de grandJ , sera étudié plus en détail dans la section 4.7.2.
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Figure 4.3 � Champ de vitesse verticale �w (x; z) pour une longueur de rugosité dez0=1 m et une longueur de
mélange � = 20 m ( za =162 m). Les cas à cisail lement constant (n haut) et cisail lement variable (en bas) sont
représentés. Les contours représentent la vitesse verticale et ont un intervalle de 0.01 m.s� 1 et la couleur représente
l'amplitude de �w . Les lignes en pointil lé rouge donnent l'altitude où les caractéristiques des ondes piégées sont
extraites.

Quand F = 1 , les six sous-�gures les plus basses de la �gure 4.3 montrent qu'une partie importante des
champs d'ondes est due aux harmoniques qui ne rencontrent pas de niveau tournant (ce sont celles pour
lesquellesk < k c). Ces harmoniques sont libres de se propager dans la région extérieure et se combinent
pour former un système d'ondes se propageant verticalement. QuandJ = 0 :2, dans la �gure 4.3g),
ces composantes sont dominantes dans la réponse au forçage et il y a peu de signal à bas niveau en
aval de la montagne. Cela est en adéquation avec le signal très faible du cas à cisaillement constant,
�gure 4.3a). Les ondes piégées à bas niveau deviennent de plus en plus importantes à mesure queJ
augmente (�gure 4.3h,i,j), causé par l'approfondissement de la région de piégeage. Curieusement, pour
J = 0 :5, le mode piégé fusionne avec le système d'ondes se propageant vers le haut au-dessus de la
montagne. Comme nous le verrons dans la prochaine section, cela se produit car les modes résonnant
piégés qui se manifestent en premier quandJ augmente ont un nombre d'onde horizontal proche de la
valeur de coupure qui sépare les harmoniques se propageant et piégées (k = 1=(FL )). Avec l'augmentation
de J , le signal de l'onde près de la surface devient distinct de celui de la région lointaine et décroît de
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plus en plus fortement dans la direction horizontale avecJ (voir �gure 4.3i,j en dessous dez=2 km). Ce
signal devient très petit pour J =3.5 (�gure 4.3k), et on suppose que dans ce cas, l'absorption à la surface
est trop importante pour que les ondes piégées se développent derrière la montagne. De manière similaire
au cas à cisaillement constant, un second mode apparaît au-dessus du premier (�gure 4.3k,l autour de 3
km). Il n'est plus con�né près de la surface mais est signi�catif et peu atténué.

4.7.2 Ondes piégées

(a) (b)

Figure 4.4 � Extraction de � et k pour za = 162 m et J = 2 . (a) Amplitude des perturbations de vitesse verticale
obtenue en combinant �w et sa transformée de Hilbert (en couleurs), amplitude moyennée entre x = 5 km et
x = 40 km (en bleu) et altitude zmax du maximum d'amplitude correspondant (en rouge). (b) vitesse verticale �w
à zmax et montagne (en gris).

L'évolution à l'aval de la montagne des ondes de gravité dissipées peut être caractérisée en utilisant une
description en terme de paquet d'ondes d'un nombre d'onde complexe. Pour poursuivre cette approche
dans un but de diagnostic, nous utiliserons un pro�l idéalisé d'onde piégée de la forme

wS = Aeikx � �x ; (4.44)

où l'amplitude A est un nombre complexe,� est le taux de décroissance derrière la montagne, etk est
le nombre d'onde horizontal. Pour évaluer � et k, on se place à l'altitude zmax où les ondes piégées
présentent un maximum relatif d'amplitude. Cette altitude est évaluée en moyennant l'enveloppe dew
entre 5km<x<40km, elle-même obtenue en combinantw et sa transformée de Hilbert dans la direction
horizontale (�gure 4.4a). Les paramètres� et k sont alors estimés en minimisant le carré de la distance
entre w(x; zmax ) et wS .

Les �gure 4.5a et 4.5b montrent comment le taux de décroissance� et le nombre d'ondek sont a�ectés
par le nombre de RichardsonJ pour un za �xé (=162 m). En 4.5c et 4.5d, c'est la dépendance de ces
deux paramètres avec la profondeur du niveau critiqueza pour J �xé (à 1 et 3.5) qui est représentée.
Une �gure plus complète en section 4.11 présente les variations de� et k en fonction deJ pour plusieurs
valeurs deza dans les deux écoulements (variable et constant) étudiés ici.

Pour un za donné (162 m �gure 4.5a et pour d'autres valeurs en annexe �gure 4.9a, �gure 4.10a),
le taux de décroissance� augmente avecJ , ce qui est cohérent avec le fait que les ondes sont plus
absorbées par la surface (voir le coe�cient de ré�exion �gure 3.5b). Cependant, l'approche adoptée ici
pour déterminer les propriétés des ondes à bas niveau produit un saut pourk(J ) et � (J ) quand J
augmente. Ce comportement est lié à la co-existence de deux modes piégés (que l'on peut voir dans les
champs de vitesse verticale �gure 4.3). En e�et, lorsque ces deux modes sont présents, le couple(k; � ) qui
minimise w(x; zmax ) � wS capture celui qui est le moins absorbé. De manière générale, l'onde la moins
absorbée est celle qui est con�née à plus haut niveau comme on peut le voir sur la �gure 4.3(f) dans le
cas à cisaillement constant et �gure 4.3(j) dans le cas variable. En revanche, pour les petitsJ , l'onde
piégée à bas niveau est dominante (par exemple pourJ = 2 , voir �gure 4.3(d) et (j)). On peut souligner
l'augmentation de � avec J moins marquée après le saut, c'est-à-dire que pour le deuxième mode, les
ondes ont une décroissance en amplitude en fonction de J moins forte que pour le premier mode. Cela
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(a) et (b) za=162 m

(a) Taux de décroissance � (b) Mode piégé ( k)

(c) et (d) J �xé (=1. et 3.5)

(c) Taux de décroissance � (d) Mode piégé ( k) :

Figure 4.5 � Taux de décroissance spatiale � (a,c) et nombre d'onde k (b,d) extrait du modèle (a,b) pour za = 162
m en fonction du nombre de Richardson J ; (c,d) pour deux valeurs de J en fonction de la profondeur du niveau
critique za . Sur les �gures (a,b), les lignes solides avec des points sont issues du diagnostic fait par minimisaton
de w(x; zmax ) � w S pour le cas cisail lement constant (F= 1 ) en bleu et cisail lement variable (F=1) en rouge. Les
lignes pleines en dégradé de gris dans (b) donnent les maximus des deux premiers modes issus des maximums de
jq(k)j pour k > k c = 1 =(F L ). kc = 0 quand F = 1 et kc = 1 km� 1 quand F = 1 . (voir �gure 4.10a et �gure 4.10b
en Annexe).

est dû aux interactions moins prononcées de ce deuxième mode avec la surface. On peut également noter
que les taux de décroissance sont plus forts dans le cas cisaillement constant (F = 1 ) que quand F = 1
car les ondes sont plus con�nées et retournent plus rapidement vers la surface où elles sont absorbées.

Par ailleurs, dans le cas cisaillement constant (F = 1 ), les modes dominants ont souvent unk plus
petit qu'en cas variable car les modes ayantk < 1=L ne peuvent pas être piégés quandF = 1 . Par ailleurs,
les �gure 4.5c et �gure 4.5d montrent � et k respectivement en fonction deza pour des valeurs données
de J . Cela revient à regarder l'ordre des courbes sur les �gure 4.10 et �gure 4.9 en annexe pour unJ
donné. Il est intéressant de noter ici que pour unJ donné, le taux de décroissance est plus grand pour
de petits za , en raison de la dissipation plus importante dans la couche la plus basse. Cela est consistant
avec les résultats de la section 3.3 montrant que les ondes sont plus absorbées lorsque le niveau critique
est proche de la surface (za petit).

Des prédictions du nombre d'onde privilégié peuvent aussi être obtenues en utilisant les résonances
du coe�cient de ré�exion, jq(k)j équation (3.50), mais sans faire l'approximation hydrostatique. Lorsque
k varie au-delà du nombre d'onde de coupure (kc = 1=(FL ), voir équation (4.22)), jq(k)j présente des
maximums. Ce sont des nombres d'ondes pour lesquels la solution non dissipative ayant une décroissance
exponentielle, �w I dans équation (3.29), domine celle qui croît exponentiellement,�w D . jq(k)j est présenté
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