Qu’est-ce gu’'un tenseur ?

On connait les :

- scalaire (ex : norme||X|| , produit scalaire.X,...)

- vecteurV = V€1 + Voes + Va3 = Vig

( sommation sur les indices repétey

Pratique : matrice uni-colonne associée a un vecteur.
- gradient d’'un champ scalairet(X)

(ex : température, densité, concentratiyn...

on construit un vecteudt = (91/0X;)e;

gradient d’'un champ de vecteurs ?
(ex : déplacemerf = x— X, vitesseU (X))

on construit une matric@l€)jj = 0&;/0X
mais attention : depend du choix de la bésg !

La notion de tenseur est une généralisation de la notion
de vecteur en tarfigu’étre mathématiqueinvariant par
changement de base.



Préambule :bases orthonormées

Soit un espace euclidigd de dimension n, avec un pro-
duit scalaire (not@.b). On se place dans tout ce qui suit
dans le cas de baség } orthonormées :

€-6j = Ojj
en utilisant le symbole de kronecker
Oij = (0sii # |j; 1sii = j).
1. régles de changement de bas€ géa {gi} ;
& = Bije

2. Le passage d’'une base orthonormé en une autre base
orthonormé est unmtation, il en découle :

tg _ g1

g{gfj = 0jj
(Bikex)-(Bji&1) = BikBji o = 6ij

BikBijk = Bik(B™1)kj = &i]

(B~Y)ij = ('B)ij = Bjj



1. Calculer :3;jdjk, i



TENSEURS EUCLIDIENS D’'ORDRE UN

On part de la structure d’espace vectorielle de I'espace
euclidienE (R3).

1. Lestenseurs euclidiens d’ordre 1sont lesvecteurs
V deE.

2. A chaque vecteuy de E on peut associer lerme
linéaire @telle que :

VXeEE @X)=V.X eR

Exemples de vecteurs :

- positiorx = (X, t) = xi§

- vitesse Iagr?:mgienneu;(x, t)

- gradient d'un champ scalai€X) :
dt = [t.dX et 01 = (d1/0X))g

Coordonnées cylindriques avec base orthonormée I(Q@a!e_ee, gz) ;
dX =dre +rdBeg+dze,
Ot = (1/0r )& + 1(31/08)eg + (91/02)€;



PRODUIT TENSORIEL DE DEUX VECTEURS

On introduit la multiplication ouproduit tensoriel de
deux vecteurs (notd ®V) en y associant [&orme bi-
lineaire telle que :

VX, ¥Y)ceExE, (URV)XY)=UX)MY) R

Il en découle :

- DISTRIBUTIVITE (addition)
U®(V1+V2)](X,Y)=U®Vi+U eV (X,Y)

- DISTRIBUTIVITE (multiplication)
VAe R, AU RV](X,Y)=[(AU) @V](X,Y) = [U & (AV)](X,Y)

- COMMUTATIVITE ?
(¥(X,Y) € ExXE,(UX)(V.Y) # (V.X)(UY)) = URY #VeU

On peut alors construire a partir de la bgsgdeE, un
espace vectorigt ® E ayant pour basgg @ gj }. Cet es-
pace est de dimension 9 (cBs= R3) et n’est pas iso-
morphe & x E.



TENSEURS EUCLIDIENS D’'ORDRE DEUX

Untenseur euclidien d’ordre 2, notél, est définicomme:

1. Un élément de I'espace tensoridt Q E :

T =Tjle®e)

2. Uneforme bi-linéaire surk x E telle que :
V(X,Y) € ExETIXY)=Tjlexe)XY)="Tije.X)(e.Y)

3. Un élémentissocié a une application linéair@ de
E dansE. N
Soit I'application qui au vecteuX associe le vecteur
$(X), on définit le tenseur euclidief correspon-
dant :

T =ge)) e = (@je) 2e = @j(e 2g)

Les composantes du tensdusont égales aux com-
posantes de la matrice de I'application linégirgans

labase{g } : Tij = @j.



2. Soite un vecteur unitaire. Interpréter géome-

triguement le tensew® e.

3. Etant donne une base orthonormé dirgef¢,
a quelle conditions sur le$; le tenseurl =

fi ® g représente-t-il une rotation ?

4.Determiner le tenseur correspondant a une pro-
jection sur le plan perpendiculaireea et celui
correspondant a une symeétrie par rapport a ce

plan.



DEFINITIONS “USUELLES”

On peut introduire avec les tenseurs d’ordre 2 toutes les
définitions courament utilisées avec les applications li-
néaires (ou avec les matrices).

Tenseur identité ou meétrique ; 1= gjj(g ® gj).
Tenseur inversedeT, notéeT —1, tel que :Tika_j1 = 5jj.
Déterminant det(T) = det(¢) = det |Tjj]|

Trace tr(T) = Ty = d(e)).&

Transposition :
- produit vectorief(a® b) =b® a
- tenseufT = Tji(e @ gj)

Tenseurs symetrique-antisymetrique T =Ta+Ts
avecTs=3(T+'T) et Ts=3T-'T



PRODUIT CONTRACTE DE DEUX TENSEURS

Soit le produit contracté (notée “.") :

1. dedeux vecteurs(tenseurs d’ordre 1) :
c’est le produit scalairtl .V € R, il est commutatif.

2. d’'unvecteuravec urproduit tensoriel de deux vec-
teurs::
agauche.(b®c) = (abjc cE
adroite(a®b).c=a.(b.c) €E
Il N'est FES commutatif

3. d'untenseur d’ordre 2 avec untenseur d’'ordre 1:
-TX=Tij(g®eg))X=TjXjg = §(X)
-YT=Y.(e®e)Tij=TjYig="T.Y

remarque. le produit contracté a gauche et a droite est
associatif

X.(T.Y)=(XT).Y=XTY =XTjY; €R

d’ou extraction des composantesteT; = .1 .



PRODUIT CONTRACTE
DE DEUX TENSEURS D’'ORDRE DEUX

Le produit contractd .l/est le tenseur associé a I'appli-
cation linéaire composéfo 9’. Ainsi,
/ /
T.T =TT j(e®ej) EERE

et on verifie également la relation :

PRODUIT DOUBLEMENT CONTRACTE

C’est latrace du tense[;r.l’que I'on note “:

/

:tr(l.l,) cR

|-
||
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5. Montrez les propriétés d’associativité du pro-

duit contracté :
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GRADIENT D'UN CHAMP DE VECTEUR

Le champ de gradient du champ de vectéyX) est le
champ de tenseur du deuxieme orgré defini par :

dT = vT.dX
0Tj
VI = 0_)(J<§i ®€j)

DIVERGENCE D'UN CHAMP DE VECTEUR

La divergence du champ de vectelirX) est le champs
scalaire obtenu en prenant la trace du gradient :

div(T) =tr(yT) = 3—2
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6. Déterminez les gradients suivants :

- VX

-V (aU), a(X) etant une fonction scalaireld(X)

un vecteur

- YU en coordonnées cylindriques, awdc=
u(r) &
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