
Directions et dilatations principales

du tenseur de Cauchy

C =t F .F avec F = ∇φ

Propriétés :

1. Le tenseur de Cauchy estsymétriqueet réel :

tC =t (tF .F) = C

2. La forme quadratique associée :

∀X ∈ E X .C.X = (F .X).(F.X) > 0

estdéfinie positive.

Il en découle :

1. Les vecteurs propressontorthogonaux et consti-
tuent une base deE. Chaque vecteur propre défini
unedirection principale .

2. Lesvaleurs propres (ou valeurs principales) sont
réelles et positives.
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Diagonalisation du tenseur des dilatations

On peut construire unebase orthonormée{ei}correspondant
auxdirections principales. Dans cette base, le tenseurC
estdiagonale :

C = λ2
i ei⊗ ei

La valeur principale λ2
i , associée àvi = αei, ∀α ∈ R,

correspond aucarrée de la dilatation dans la direction
principalevi :

λi = λ(vi) =

∣

∣F .vi
∣

∣

|vi|
=

√

vi.C.vi

|vi|

Il en découle,det(C) = (det(F))2 = (λ1λ2λ3)
2 et donc

det(F) = λ1λ2λ3.

Propriété : L’image parF d’une base othonormé propre
{ei} deC est une base orthogonale

{

F .ei
}

. Réciproque-
ment tout trièdre othogonal dont l’image parF est un
trièdre orthogonal est constitué de vecteurs propres deC
.
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Décomposition polaire

Peut-on écrire le tenseurF , vérifiant 0< det(F) < ∞,

sous la forme :

F = R.S

avecR rotation et S symétrique positif ?

Solution :

1. On diagonaliseC =t F .F : C = λ2
i ei⊗ ei

2. Tenseur dedéformation pure : S =
√

C = λiei⊗ ei

Propriétés :C = S.S et S.ei = λiei

3. Le tenseur derotation s’écrit : R = F .S−1

Propriétés :tR = R−1et R.ei = e
′
i
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