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Turbulence.

Turbulence derriére un obstacle Couche linie

Introduction




Schématique de la transition vers la Gouche fmite
turbulence derriére un obstacle

Introduction

Figure 1.1 Schematic picture of a fluid around a cylinder at different Reynolds
numbers.
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Contexte géophysique - petite échelle : Gouche i
instabilité KH et la transition vers la
turbulence

Introduction

(c) 2012 Elke Roediger



Zoom sur le rouleau KH S,
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Ecoulement moyen et pulsations turbulentes
Décomposition de Reynolds

Vitesse de I'écoulement turbulent :
v=U+i (1)
U= (V) - champ moyen, & - fluctuations (pulsations)
turbulentes : (i) =0
Moyennes :
» d’ensemble, réalisations i :
N

(V(x, 1))z = lim 1N > vO(x, 1), (2)

N— oo
i=1

» temporelle

T—oo T

(V(x, 1)), = lim / dri(x.t+7)  (3)
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Approche statistique

Champs turbulents - fonctions (processus) aléatoires —

révalisations
sl
3 i % . . e

Hypothése ergodique

Propriétés des moyennes :

> ({0 =
> (A(B))

(...), (const...) = const (...)
= (A)(B), (A+ B) = (A) + (B)
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Covariances, correlations S,

Covariance spatio-temporelle Ry pour un processus

f(x,t) : Ry = (f(x, t)f(x', t')). Processus homogene et

stationnaire : Ry = Ry(x — X', t — t') = différentiation Favatons de oot
spatio-temporelle commute avec la moyennisation.

Densité spectrale des corrélations :

1 er H / !
Silk.) = oz / dt' dx’ =1 B x ! t—¢)

—00



Turbulence.

Moyennisation des équations de mouvement = conslimte

Modéle :
fluide incompressible visqueux = p = const = 1,
équation Navier-Stokes, divergence de vitesse nulle.

Equations de Reynolds

Moyennisation :



Equatlons de ReynOIdS Turbulence.

Couche limite

<U : 6U> < (UkOkU;j) = Ok (UkU;) = —OkTkj- (4)

i = — {UxUj) , Tk = Tik - contraintes (tensions) de
Reynolds.

Equations de Reynolds

Equation pour la vitesse moyenne :

OtUx + U0t U; = Ogti — O;iP + I/ﬁZU,'. (5)
Equation pour les pulsations
Equation Navier-Stokes moins I'équation pour la vitesse

moyenne :

O+ U Ok Ui+ U Ok Uy + U Ok U = +kmii — Bip+'V2u; (6)



Turbulence.

Energie cinétique des pulsations turbulentes  daeege,

Caractéristique de la turbulence : densité d’énergie des

pulsations
s
P\ 2

Bilan d’énergie : (u;(équation pour les pulsations)) =

Equations de Reynolds

1
Orep + UkOkep = TixOkUj — Ok (2 (Ujujuk) + <UkP>)
+ vV (Ukl) — 2v <(<9/<Ui)2> (7)

- advection par I'’écoulement moyen, production par le
cisaillement moyen, redistribution non-linéaire,
dissipation.



Probléme de fermeture. Viscosité turbulente S,

Correlations (moments) de I'ordre + élevé entrent dans

les équations pour les correlations de I'ordre - élevé —

hierarchie infinie des équations. Solution : fermetures =

imposition des expressions pour des moments + éleveés.

Fermeture niveau 1 Voot soma
Relation flux - gradient. Analogie avec la viscosité

molécilaire :

a,-joca,-vk+6kv,- — T,-joca,-Uk+6kU,- (8)
Coéfficient : viscosité turbulente vt

7j = v1 (0jUk + 0k U)) 9)



Longueur de melange Gouche fmite

Analogie poussée + loin : v o« Iv, ou [ - libre parcours
moyen, v - vitesse quadratique moyenne des molécules
_>

Vi ~ /* Uy, (1 O) Probleme de fermeture.

Viscosité turbulente

avec I, - longueur de melange, u, - vitesse quadratique
1

moyenne des pulsations « eg.
Estimation en ordre de grandeur :

Tik ~ U2 = Uy ~ Ly

6U‘ (11)



Couche limite laminaire vs turbulente e,

Couche limite
Glenn
Boundary Layer Aesearch
Center
Laminar Turbulent
Velocity Free Stream Velocity

[ = —

—_— —_—

[SE—— B — e

—_— e — =

B d. L
[y oundary Layer A = Unsteady
Couche limite
Surface of Object

Velocity is zero at the surface (no-slip)

Couche limite laminaire stationnaire d’extension infine :

u=u(y),p=const=uxy

- profil linéaire de Newton. Constante de proportionnalité

~ 7, 0 = o012 - flux vertical de la quantité de mouvement
horizontale.



Turbulence.

Couche limite turbulente Gouchs limite

Couche infinie - échelle de longueur : distance du fond y.

Hypothése de longueur de melange : I, = ky, k -

constante de von Karman.

Seule composante du gradient de I'écoulement moyen :

0y U = relation flux-gradient avec une seule composante = Couche limite
der:m

u, = ryoyU :U:%(Iogerconst) (12)

- profil logarithmique.



Role de la viscosité moléculaire S,

Flux de la quantité de mouvement constant o :
» zone turbulente : o = 7o = U2 BT
» zone laminaire (sous-couche visqueuse) : o = vd, U
Raccordement couche visqueuse - couche turbulente a
Yy~ yo4 —

u= (log A const) (13)
K

1%



Vérification expérimentale du profil
logarithmique

i Ul = 2.5 InfUgy/v) + 5.43

ast
mneT layer 4'-|

Uik = Upy/v

U,

Tty ket pegion

o
Roy-law meyion

bulfer kaver

visoous sublaver

¥

¥ =5 yaw In Uy
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Equations de Reynolds en présence des Gouche i
éffets thermiques et de la pesanteur

Fluide stratifié en approximation de Boussinesq.

Variables : vitesse v, température potentielle 6.

Décomposition moyenne/pulsations :

v=U+i,0=0+0;p=P+p, p=R+/.
Equations de Reynolds :
Uk + UdtUp = Ok + vV2 U, Souchemie siatfée
O+ Ukd© = 0k (ukb) +xV30  (14)
Relation hydrostatique pour les moyennes gR + 9,P =0

en supposant que les variations de pression dans les

pulsations turbulentes sont petites par rapport aux celles
de pand 0, avec p//R ~ ¢'/©. Dans la suite : & ~ -£.

Equation pour les pulsations de 6 :

6t0’ + Uk OO + Ukakel + Ukakel = Ok <Uk9,> + Xﬁzel‘ (15)



Bilan d’énergie des pulsations turbulentes Gouche fmite
Energie potentielle

9/2 9/2
Ot <2> + U0k <2> =
2

— <Uk9/> O0k© — Ok <02Uk> + X <9,§29/> (16)

Couche limite stratifiée

- advection par le champ moyen, production par le
gradient moyen, transport par les pulsations turbulentes,
diffusion moléculaire.

Energie cinétique

1
Orep + UxOkep = TikOkUp  — Ok (2 (Uiujug) + <Ukp>>

+vV2 (Uk ) — 2v <(3kUi)2> — R0 (ukp) + g (usb")



Turbulence.
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Turbulence.

Fermetures Gonthe imis
Couche stationnaire horizontalement homogene :
U= (U(2),0,0), © =0©(z), seul 713 # 0 Nombre de

Richardson :
gaze
| =
(0:U)
Nombre de Richardson flux :
7-1 382 U Couche limite stratifiée

Fermeture de niveau 1 :
1s = 10,U, (us0') = x70,0,= Ry = ~LRi
vT
Couche limite neutre : pas de flux (usf’)
Couche limite non-neutre : longuer charactéristique de
Monin-Obukhov :
ug uZ

L S 17
Two) " g0 )

Lmo ~



Similitude de Monin-Obukhov Gouche i
Hypothése de Monin-Obukhov : Toute charactéristique
non-dimensionnelle ne depend que de £ = ﬁ Alors

Uy 0.
0;U = ;%(5), 0,0 = ;‘De(é”),

ou & ¢ - fonctions universelles.
Couches proches de neuralité :

(&) =1+ B1€ + Bat?

Couche limite stratifiée

Observations :
100 —— Neutral
I won Unstable AN
a - Stable L e
— o # -
E of
-g) 10
o
ot af
af
2
1E

1 2 2 4 5 6 4 8 g 10
wind speed (m s™1)



Ecoulement hydrostatique du fluide Gouche i
incompressible en équilibre géostrophique
pres de la surface

Equations de mouvement

1
—fv = ——dp+rrdu,
Po
1
+fu — _;ayp + VT8§ZV7 ouche e dans o fice
0

Conditions aux limites

Ecoulement libre : v = (U, 0) = condition limite pour
(u,v) a z— oo. Condition limite a z = 0 - absence de
glissement : (u,v) = 0.

Hauteur charactéristique : ~ /.



Exercice : spirale d’Ekman

A partir des équations de mouvement et conditions aux
limites obtenir la solution u(z), v(z) des équations (18).

(500 ~1000 m) GCECSTROPHIC WIND

Fignwe 5.5 The Ekman sgiral of wind wwen neigtn, in
the northem homisphare. The wind altsins the
geosirophc velocity at betwesan S20 ard 1,000 m

n thae midda and higher lattudes as Factonal drag
effecis become negligibde. This s a theoretical prodive
<f wind wvelocity under conctons of maecshanical
turbalence.

Turbulence.
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Couche limite dans le fluide
tournant




Cascade d’énergie entre échelles Gouche mite

» Turbulence développée : mouvements a toutes les
échelles impliqués.

» Mouvements de grande échelle - porteurs d’énergie :
vitesse charactéristique U, échelle spatiale L,
échelle temporelle T ~ L/U. Nombre de Reynolds
global Re = UL/v.

» Mouvements de petite echelle -pulsations
turbulentes : vitesse charactéristique uy, échelle
spatiale \. Nombre de Reynolds local Rey = uy\/v.

» Viscosité : entre en jeu al'échelle n: Re, ~ 1;
I'énergie est dissipée au-dela.

Cascade d'énergie, lois
diéchelles

Entre les grandes et petites échelles - cascade d’énergie
(Richardson) < intervalle d’inertie (Kolmogorov).



Turbulence.

Intervalle d’inertie et l'intervalle visqueux Gonthe imis

Intervalle d’inertie < flux d’énergie constant. Flux
d’énergie définie par les grands échelles (pompage) =
énergie dissipée par seconde dans l'unité de masse du
fluide e = seul paramétre dans l'intervalle d’inertie

n < X < L. Echelles plus petite - intervalle visqueux avec
les échelles caractéristiques construites avec la viscosité
moléculaire :

Cascade d'énergie, lois

1/3 1/4 v\1/2 diéschelles
R

€ €



Lois d’échelles Gouche fmite
Loi de Kolmogorov - Obukhov :

Uy ~ ()3

1
Auto-similitude des pulsations turbulentes : uy ~ U (3)3.
L - échelle externe de la turbulence, n - échelle interne.
Dissipation a I'échelle , <+ Re, ~1 =

ity o U e (1)

v v

wis

~1 =7~ LRe 1

Cascade d'énergie, lois
diéchelles

Analogiquement u,, ~ URe :
degrés de liberté actifs :

k\° L3 0
SONGES
K n ©

. Estimation du nombre de



Spectres d’énergie

Energie cinétique des pulsations - "loi de 2/3" :

Energie du point de vue spectral : énergie contenue dans

Ey ~ U2 ~ (e))5

les modes de Fourier avec k > ky ~ 1 :
Ex ~ [ E(K)ak, E(k) ~ €5k—3

Turbulent energy (log)

A

h

Largest
eddies
_L Inartial
subrange
TN > >

(viscous)
dissipation
rarnoge

Smallest
T addies

Wawe number; k;
Decraasing eddy size (log)

Turbulence.
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d'échelles



Intermittence Gouche fmite
Expression de u, en termes de correlations :

Uy ~ <(‘7(X1) - \7(x2))2>1/2, X1 —X2| = A

Prolongement de I'argument de Kolmogorov-Obukhov -
tout moment de I'order p doit suivre la loi d’échelle en
p/3. Déviations - intermittence :

4.5
1.1
4 + 1+
0.9 r
35 08¢
0.7
3+ 06
05 r ’
25+ 04 4———— 4] R Cascade d'énergie, lois
2 4 6 8 10 ey diéchelles
oS 2 & ]
P @
15 - ’ o
1r .
(]
05 -
o .f
-
05 . .
0 2 4 6 8 10 12



Loi de Richardson
Turbulence homogeéne, isotrope dans l'intervalle d’inertie
— pour la séparation moyenne entre deux parcelle du

fluide X :

Diffusion anormale, beaucoup plus rapide que la diffusion
moléculaire : A ~ t1/2,
Coéfficiennt de diffusion :

(6)\)% =\~ el/2p3/2

<)\2> ~ €1/3)4/3

Diamétre charactéristique d’'un nuage de polluant ~ t3/2

Turbulence.
Couche limite
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Hydrodynamique 2D Gouche mite

Fluide visqueux incompressible 2D - équation pour la
fonction de courant ¢ :

VY + T (V2,9) = vV (20)

En absence de dissipation - conservation de I'énergie E
et de I'enstrophie Q

E = / dx (Vi(x))?, Q= / dx (v%p(x)

Espace de Fourier : ¢(x, t) = [ dki(k, t)e~** —

Turbulence 2D vs
turbulence 3D

(k2 n uk4) vk, 1) +

/dmdl S(k—m —Dm2(m A Dy(m, (1) = 0.



Turbulence.

Théoreme de Fjortoft Chtaig

Energie et enstrophie :
E= / dk E(k), Q= / dk k? E(k)
0 0

Pour une triade de modes de Fourier
E = Ey+Ex+E3 = const, Q = k?Ey+kZEp+k5E3 = const

Pour respecter les lois de conservation I'énergie
(renstrophie) du mode médiane doit aller vers le mode
avec le k moins (plus) élevé. Tutuience 20ve

turbulence 3D

Exercice
Vérifier le théoréme avec une triade k1, akq, bky, b > a



Lois d’échelle Gouche fmite
» Cascade inverse d’énergie E(k) o« ¢2/3k=%/3, flux
spectral d’énergie ¢ = const

» Cascade direct d’enstrophie E(k) oc 5%/3k 3, flux
spectral d’enstrophie g = const

A

Turbulence 2D vs
turbulence 3D

log(energy density)

dissipation

b
1 4

log (1/eddy size)



Cascade inverse dans la turbulence 2D : S,
champ de vorticité

Turbulence 2D vs
turbulence 3D




Cascade directe dans la turbulence 3D : S
champ de vorticité

Turbulence 2D vs
turbulence 3D
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