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ȧk = −iω(k)ak − i
δHint

δa∗k
. ��� )

\ �L �L R �' �M & � &L T � � �F K � ( &' � & � P & Z ( (F T T N ( � K � N R � (L & � � &� K #M �� E � # �M � �� � �' & E �� N� � &L � � � N� � &� Y � Q � ( N� � Z (L & � � E N ' ' �E �� N� ( � N �M �

� � � � &' ( N � F �� N� (�



� M �L & �� M Z T N �M � (� ( N O �M � P � &X �F ' R F � �� E � � ( �M & � P � &X �� � �' & E �� N� (

NO & � &' Y � � F L R �' N O P &Q � ( � � & K � N �� 6 0 + / 6 5 ? ; � 2� 6- 2 ; 5 � & E �� �' & �

� �L � � �M � N ' �L � � � X � &' Y F L �� � ) &� K � 6. 0 0 2 6 5 0- 6- 2 0- 2 , 0 NO �M � P &Q �

^ � � K� � ( F (F & � �� ( � & �� ( �� E & � K � (E ' � T �� N� # + / 1; ? 2 , � � �; - � +0 2 0 � (

(F T T N ( � K � N R � Q & � � K� � ' NL �M � O F � � K Z� &L � E & � K � (E ' � T �� N� ��� ) N� �

T & ( ( � ( �M �� � N �M � 0- 6- 2 0 - 2 , 6< K � (E ' � T �� N� # P M �' � �M � ( Z ( � �L � (

K � (E ' � R � K R Z & ( � � NO E N ' ' � � & �� N� O F � E �� N� ( N O E NL T � �S &L T � � �F K � (�

 � ( �L R � � &Q �' & Y �� Y P � � � R � K �� N � � K O ' NL � N P N� R Z 〈...〉�



� & F ( (� &� � � Z O N ' ( T & �� & � � Z F � � O N 'L L � K � F L L � &� ( �M & � & � � ; ? ? � ; /? + /

,; / / +< 6- ; /0 4 6 5 2 0 � &� K �M & � & � � �Q �� � N ' K �' E N ' ' � � & � N ' ( &' � �S T ' � ( ( � K ��

� �'L ( N O �M � �' � & � ) [ F & K ' & �� E N� �U
〈akak′〉 = 0,

〈aka
∗
k′〉 = N(k)δ(k− k′),

〈a∗k1
a∗k2

ak3ak4〉 = N(k1)N(k2) (δ(k1 − k3)δ(k2 − k4)

+ δ(k1 − k4)δ(k2 − k3)) . ��� )

� M � ^ ' ( � � �� � O N � � N P ( O ' NL �M � M Z T N �M � (� ( N O T M & ( � ' &� K NL � � & �� N� �



� ( & � � E N ' ' � � & � N ' ( &' � �S T ' � ( ( � K �� � �'L ( NO �M � [ F & K ' & �� E N� � # �� �� ��

� �'L ( N O N(k) # �M �L & �� Y N & � NO �M � ( � & �� ( �� E & � �M � N ' Z � ( � N K � � �'L �� �

�M � �Q N � F �� N� NO �M � ( [ F &� �� � Z � � ��L � P M � E M � ( Y � Q �� R Z � 2 5 +- 2 ,

+ �. 6- 2 ; 5 U
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Ĝ1,2k1,2 = k� � M � (E & � �� Y O & E � N ' U α = m+ 2d− β�



�O N� � � N N X ( O N ' T N P �' � � & P ( N � F �� N� ( N(k) ∝ ωs(k) # �M �� �M � Z�' &� (O N 'L F � K �' ' � (E & � �� Y & ( N(λk) = λβs # &� K M �� E �

fλk,λk1,λk2 = λ2βsfk,k1,k2� �� & K K � �� N� # f � ( �� Q &' � &� � P � �M ' � ( T �E � � N

' N � & �� N� ( �� �M � ( E & ( �� �� Q �' �� � Y �M � K � ( T �' (� N� ' � � & �� N� |k| = ω
1
β &� K

�� �' N K F E �� Y �M � ( �S T ' � ( (� N� �� � N �M � K �^ � � �� N� ( N O λ1,2 N� � ' � K F E � ( �M �

E N � � � (� N� �� � � Y ' & � � N �M � O N � � N P �� Y �S T ' � (� N� U

I(3) [N(k)] = ων(k)

∫
dk1dk2Wk,k1k2 fk,k1,k2 ·

(
ω−ν(k)− ω−ν(k1)− ω−ν(k2)

)
, � V � )

P M �' �

ν = 2s− 1 +
2d+m

β
. � VG )

! N � � �M & �

fk,k1,k2 = (ω(k)ω(k1)ω(k2))
s (
ω−s(k)− ω−s(k1)− ω−s(k2)

)
. � V I )



� M �' � &' � � P N ( N � F �� N� ( O N ' s P M � E M &� � � M � � & � � �M � E N � � � (� N� �� � � Y ' & �

&� K # M �� E � # Y � Q � ( � & �� N� &' Z K � ( �' � R F �� N� (� � � s = −1 fk,k1,k2Q &� � (M � (U �M � ( � ( &� � [ F � � � R ' � F L ( N � F �� N� � J F � �M �' � � ( &� N �M �' N� �U

ν = −1 &� K s = − 2d+m
2β Y � Q � � Y

N(k) = |k|− 2d+m
2 . � V V )

�� K � ( ��� E �� N� P � �M �M � � [ F � � � R ' � F L ( T �E �' F L � � � (� N� � F � � Q �' ( & � &� K

� ( K � � �'L �� � K R Z �M � (E & � � � Y �S T N� �� � N O �M � � � � �' & E �� N� E N �� E � �� � (

�� �M � � &L � � � N� � &� �



� M � ( &L � & T T ' N & E M L & Z R � & T T � � � K � N �M �® ¯® °£ ¤¥ ¦ § ¥¦ ¨ ¤� � M �

' � ( N� &� � P &Q � �. 6? / 6 5 1< + (k,k1,k2,k3) K �^ � �� Y �M � �� � � Y ' & �� N�

L � & (F ' � �� �M � E N � � � (� N� �� � � Y ' & � �I I )L & Z R � �' &� (O N 'L � K # P � �M �M �
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∆−1(h− h0), � � � )



P M �' � ∆−1 K �� N � � ( � � Q �' ( � � & T � & E � &� � � M F ( ' � K F E � K ( Z ( � �L � (

� &L � � � N� � &�

ḣ =
δH

δΦ
, Φ̇ = −δH

δh
, ��� � )

P � �M & � &L � � � N� � &� Y � Q �� R Z �M � O F � � �X � � � �� E ë T N � �� �� & � ) �� �' Y Z U

H =
1

2

∫
dx dy

[
h(u2 + v2) + gh2

]
. ��� � )



�� �' N K F E �� Y � N 'L & � P &Q � &L T � � �F K � ( bk (F E M �M & �

hk =

√
k2h0

2ω(k)
(b∗−k − b−k), Φk =

√
ω(k)

2k2h0
(b∗−k − b−k), � � � )

P � Y � � �M � � � � �' & E �� N� � &L � � � N� � &� NO �M � O N 'L U

H3 =
1

2

∫
dkdk1dk2 Vkk1k2b

∗
kbk1bk2 + c.c.

+
1

3

∫
dkdk1dk2 Ukk1k2bkbk1bk2 + c.c. ��� � )

� M � �� � �' & E �� N� E N �� E � �� � ( &' �U

Vkk1k2
= 2Ukk1k2

=
√

18g
k2 · k3 ω(k1) + k1 · k3 ω(k2) + k1 · k2 ω(k3)√

ω(k1)ω(k2)ω(k3)
.

��� G )



� M � T ' � ( �� E � NO ¹Q & E F F L � � N� �M ' � �� T &' �� E � � ( ¹ K �E & Z � �'L ( P � �M

E N �� E � �� � ( U �� ��� � ) � (� N � K &� Y �' N F ( & (- � + / + 6 / + 5 ; - � / + +� = 64 +

/ +0 ; 5 6 5 , +0 2 5 ã :ì íîï �ð f� ��ñò îð óô õ3ö÷ ø ùú ûü ùýþ ÿ �ú ö÷ ûú �ü þ ýþ ø �ü �

ö ú ü þ ù ÿý ú � ü ö øýþ

bk → bk −
∫

dk1dk2 δ(k− k1 − k2)
Vkk1k2

ω(k)− ω(k1)− ω(k2)
bk1bk2

−2

∫
dk1dk2 δ(k + k1 − k2)

Vkk1k2

−ω(k) + ω(k1)− ω(k2)
b∗k1

bk2

−
∫

dk1dk2 δ(k + k1 + k2)
Ukk1k2

ω(k) + ω(k1) + ω(k2)
bk1bk2 .

���� �



ø ùþ û � û ù ùü ú õ3ö ý �ú øþ �ö ÷ û � ü � ø �ö ýþ øü þ ö ý ö ÷ ûþ ý ú � ü � ÿý ú �	

H =

∫
dkω(k) aka

∗
k

+ 1
2

∫
dkdk1dk2dk3 δ(k + k1 − k2 − k3)Tkk1k2k3

a∗ka
∗
k1
ak2

ak3
,

���
 �



�÷ ûú û� ü ùþ ý � ûþ ûú ü � øö õ �ý ù ù � � ö ý þ ý � ó � ý � û
 ûú �ö÷ û� ø ù � ûú ù øý þ �ü �

�� � � ø ùþ ý ö ù �ü � û�� øþ 
 ü ú øü þ ö ü þ � �þ � øþ � û� ü �ö � ý � ûú � �ü � ùý � �ö øýþ ù ý ÿ

ö÷ û ÿý �ú � � ü 
 û� øþ ûö ø � û � � ü ö øý þ ø ùö ÷ ûú û ÿý ú û ø � � ý ù ù ø � � û ó � û � ýþ ù ø� ûú �÷ ûþ � û �ö÷ û ù÷ ý ú ö �� � � � øö÷ |k| → ∞ü þ � ú ûö ü øþ ýþ � õ3ö÷ û � ûü � øþ �ö ûú � øþ ö÷ û û� � ü þ ù øýþ ý ÿö÷ û� ø ù � ûú ù øý þ �ü � øþ � ý � ûú ù ý ÿ |k|−1	

ω(k) =
√
gh0|k|

(
1 +

1

2 (|k|Rd)2

)
. ���� �

�÷ ø ù� ø ù � ûú ù øýþ �ü � ø ù û� ü �ö � õ ý ÿö÷ û ÿý ú � ���� �� øö ÷ ù �ü � û�� øþ 
 ü ú øü þ ö

ü � � øö øýþ ö ý ö÷ û! ü � ý � ùö ø � � ø ù � ûú ù øýþ �ü � ω = ck ó" ûþ � û �ö÷ ûö÷ û ý ú õý ÿö÷ û �ú û
 øý � ù ù � � ù û �ö øýþ � ü õ � û ü � � � ø û� �� ÷ ø �÷ � ø
 û ùö � ý � ý � ûú � �ü �

ù � û �ö ú ü 	

N(k) ∝ |k|− 14
3 , N(k) ∝ |k|− 13

3 , ���# �

� ý ú ú û ù � ýþ � øþ �ö ý � ýþ ùö ü þ ö ûþ ûú � õ ü þ � � ü 
 û�� ü �ö øýþ $ � � û ùö÷ ú ý � �÷ ö÷ û

ù � û �ö ú � � �ú û ù � û �ö ø
 û � õ ó
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( 9 , ) +2 -: ) / β; < /) 0 (

�÷ ûþ ý þ � � ø � ûþ ù øýþ ü � û � � ü ö øýþ ù ÿý ú 
 û �ý � øö ø û ù u, vü þ � � û
 øü ö øýþ ý ÿ

ö÷ û÷ û ø �÷ ö � û �� ÿú ý � ö÷ û ú û ùö 
 ü � � û z = h−h0

h0

ýþ ö÷ û û � � ü ö ý ú øü � � ûö ü �

� �ü þ û ü ú û	

ut + uux + vuy − βyv + zx = 0, ��� � �

vt + uvx + vvy + βyu+ zy = 0, ��� � �

zt + ux + vy + (uz)x + (vz)y = o. ��� � �

= ý ú ù ø � � � ø � øö õ � û ù � � � ý ù ûö÷ ü ö ö÷ ûú û ø ù �þ ø � � û ù � ü � � � ü ú ü � ûö ûú ε � ü þ �

ü ù ù � � û ü � ûü � þ ýþ � øþ ûü ú øö õ u, v, z ∼ εü þ � ü � ûü � øþ ÷ ý � ý � ûþ û øö õ

β ∼ ε ó � � ü � �þ û ù ù ý ÿö÷ û β� ö ûú � � ûü þ ù � øþ ÿü �ö �ö÷ ü ö � û ü ú û

� ýþ ù ø� ûú øþ � � ý ö øýþ ù� øö ÷ ü �÷ ü ú ü �ö ûú ø ùö ø � ù �ü � û ù � ü � �� øö÷ ú û ù � û �ö ö ý

ö÷ û û � � ü ö ý ú øü �� û ÿý ú � ü ö øýþ ú ü � ø � ù Re = (gh0)
1
4√

β

ó



�÷ � ùö÷ û � ûü � øþ � � ý ú � ûú � ü ú ö ý ÿö ÷ û ù õ ùö û � ��� � �� ��� � � ø ù ü ù õ ùö û � � øö÷

� ýþ ùö ü þ ö � ý û> � ø ûþ ö ù

ut + zx = 0, ���? �

vt + zy = 0, �? @ �

zt + ux + vy = o. �? A �



� þ ö ú ý � � � øþ �ö ÷ û = ý �ú ø ûú � ö ú ü þ ù ÿý ú � ù	

(u(r), v(r), z(r)) =

∫
(uk, vk, zk) exp(ikr)dk, �? � �

� ÷ ûú û r = (x, y)ü þ � k = (k1, k2) � ü þ � øþ ö û �ú ü ö øýþ ø ù ý 
 ûú ö÷ û � ÷ ý � û

� �ü þ û �� û ú û� ú øö ûö ÷ û û � � ü ö øýþ ù � � � �� ��� � � ÿý ú = ý �ú ø ûú �ö ú ü þ ù ÿý ú � ù øþ ü

ù õ � � ûö ú ø � ÿý ú � 	




∂uk/∂t

∂vk/∂t

∂zk/∂t


+




0 −iβ ∂
∂k2

ik1

iβ ∂
∂k2

0 ik2

ik1 ik2 0







uk

vk

zk


+ �? 
 �

+




ik1/2
∫

(ulum + vlvm)dλ−
∫

Ωlvmdλ

ik2/2
∫

(ulum + vlvm)dλ+
∫

Ωlumdλ

ik1

∫
zlumdλ+ ik2

∫
zlvmdλ


 = 0

� ÷ ûú û Ω = vx − uy � Ωl = il1vl − il2ul � dλ = δ(k− l−m)dldm ó



� û � øü � ýþ ü � øB ûö÷ û � ü øþ � ü ú ö � õ ü �÷ ü þ � û ý ÿ 
 ü ú øü � � û ù




uk

vk

zk


 =




−ik2

|k|
k1√
2|k|

−k1√
2|k|

ik1

|k|
k2√
2|k|

−k2√
2|k|

0 1√
2

1√
2







ak

bk

ck


 , �? � �

C =ú ý � �? � � ÿý ú ú ûü �� 
 ü � � û� u, v, z� û÷ ü 
 û
ak = ā−k, ck = b̄−k �? # �



D ù ü ú û ù � �ö ý ÿö ÷ û � øü � ýþ ü � øB ü ö øýþ � û÷ ü 
 û




∂ak/∂t

∂bk/∂t

∂ck/∂t


+




0 0 0

0 i | k | 0

0 0 −i | k |







ak

bk

ck


+

+β




− ik1

|k|2
1√
2
∂
∂k2

− 1√
2
∂
∂k2

1√
2
∂
∂k2

− ik1

2|k|2
ik1

2|k|2

− 1√
2
∂
∂k2

ik1

2|k|2 − ik1

2|k|2







ak

bk

ck


+NL = 0 .�? � �



" ûú ûþ ýþ � øþ ûü ú ö ûú � ù NL÷ ü 
 ûö÷ û ÿý ú �	




∫
(U

(0)
klmalam + U

(1)
klmalbm + U

(2)
klmalcm)dλ

∫
(V

(0)
klmalbm + V

(1)
klmalam + V

(2)
klmalcm)dλ

∫
(W

(0)
klmalcm +W

(1)
klmalam +W

(2)
klmalbm)dλ


+

+




0
∫

(V
(3)
klmblbm + V

(4)
klmclcm + V

(5)
klmblcm)dλ

∫
(W

(3)
klmclcm +W

(4)
klmblbm +W

(5)
klmclbm)dλ


 = 0, �? � �

� øö ÷ øþ ö ûú ü �ö øýþ � ý û> � ø ûþ ö ù� ÷ ø �÷ �ü þ � û ûü ù ø � õ ÿý �þ � ÿú ý � �? � � ó



�÷ � ù �ö÷ û 
 ü ú øü � � û ak� û ù �ú ø � û ùö÷ û ù÷ ý ú ö û � � ü ö ý ú øü � E ý ù ù � õ � ü 
 û ù

� øö ÷ ü � ø ù � ûú ù øýþ �ü � Ωk = − βk1

|k|2 ü þ � ö ÷ û 
 ü ú øü � � û ù bk � ck� û ù �ú ø � û

ö÷ û ù÷ ý ú ö øþ ûú ö øü � �ú ü 
 øö õ � ü 
 û ù� øö÷ ü � ø ù � ûú ù øýþ �ü � ωk =| k | − βk1

2|k|2 ó

�÷ û � øþ ûü ú � ü ú ö ý ÿ �? � � � ü õ � û� øü � ýþ ü � øB û� � õ ÿ �ú ö÷ ûú ö ú ü þ ù ÿý ú � øþ �ö÷ û 
 ü ú øü � � û ù	




ak

bk

ck


→




ak

bk

ck


+β




0 − ∂
∂k2

1√
2|k| −

∂
∂k2

1√
2|k|

i√
2|k|

∂
∂k2

0 − k1

4|k|3
i√
2|k|

∂
∂k2

k1

4|k|3 0







ak

bk

ck


 .

�? � �



�÷ ûþ ö ÷ û ù õ ùö û � øþ ö÷ û � ûü � øþ � ý ú � ûú ö ü � û ùö ÷ û ÿý ú � 	




∂ak/∂t

∂bk/∂t

∂ck/∂t


+




iΩk 0 0

0 iωk 0

0 0 −iω−k







ak

bk

ck


+

+




∫
(U

(0)
klmalam + U

(1)
klmalbm + U

(2)
klmalcm)dλ

∫
(V

(0)
klmalbm + V

(1)
klmalam + V

(2)
klmalcm)dλ

∫
(W

(0)
klmalcm +W

(1)
klmalam +W

(2)
klmalbm)dλ


+

+




0
∫

(V
(3)
klmblbm + V

(4)
klmclcm + V

(5)
klmblcm)dλ

∫
(W

(3)
klmclcm +W

(4)
klmblbm +W

(5)
klmclbm)dλ


 = 0, �? ? �



� ý E ý ù ù � õ � ü 
 û ù ù � � øö ý �ö � ø ó û ó ø ÿ ak = 0ü ö ö÷ û øþ øö øü � � ý � ûþ ö �ö÷ ûþ

ak = 0 ÿý ú ü � �ö ø � û ù� ÷ ø � ûö÷ û ù û û � � ü ö øýþ ü ú û ü � � � ø �ü � � û ó D ù ü ú û ù � �ö

� û ý �ö ü øþ ù û � ü ú ü ö û û � � ü ö øýþ ù ÿý ú ù÷ ý ú ö øþ ûú ö øü � �ú ü 
 øö õ � ü 
 û ù


 ∂bk/∂t

∂ck/∂t


+


 iωk 0

0 −iω−k




 bk

ck


+

+




∫
(V

(3)
klmblbm + V

(4)
klmclcm + V

(5)
klmblcm)dλ

∫
(W

(3)
klmclcm +W

(4)
klmblbm +W

(5)
klmclbm)dλ


 = 0. � A @ @ �

�÷ û ù û û � � ü ö øýþ ù ü ú û û � � ø
 ü � ûþ ö ö ý ö ÷ û ÿý � �ý � øþ � " ü � ø �ö ý þ øü þ

û � � ü ö øý þ ù	


 ϕ̇

ż


+


 0 1

−1 0




 δH/δϕ

δH/δz


 = 0, � A @ A �



� øö ÷ " ü � ø �ö ýþ øü þ
H =

∫ (
1

2
(1 + z)(ϕ2

x + ϕ2
y) +

1

2
z2 + βϕ∆−1zx

)
dxdy, � A @� �

øþ ö ûú � ù ý ÿö � ý ù � ü � û��ö ø � û 
 ü ú øü � � û ù φ(r, t), z(r, t)� øö÷ = ý �ú ø ûú �

ö ú ü þ ù ÿý ú � ù	


 ϕk

zk


 =




i√
2k
− i√

2k

1√
2

1√
2




 bk

ck


 . � A @
 �

= ý ú ú ûü � øþ øö øü � 
 ü ú øü � � û ù� û÷ ü 
 û ck = b∗−kö÷ ûú û ÿý ú û b∗k �ü þ � û

� ýþ ù ø� ûú û� ü ù ü þ øþ � û � û� ûþ ö 
 ü ú øü � � û ó



�÷ û û � � ü ö øýþ ù÷ ü 
 û ü ùö ü ú � ü ú � " ü � ø �ö ýþ øü þ ÿý ú �

∂bk
∂t

+ i
δH

δb∗k
= 0 � A @� �

� øö ÷ " ü � ø �ö ýþ øü þ H = H2 +H3 ó
H2 =

∫
ωk | bk |2 dk, ωk = k − β

2

kx
k2
, k =

√
k2
x + k2

y, � A @# �

� ÷ ûú ûö÷ û ÿú û � � ûþ � õ ωk ø ù � ý ù øö ø
 û ÿý ú ö÷ û ù÷ ý ú ö � ü 
 û ù ó



H3 =
1

2

∫
V123 (b1b

∗
2b
∗
3 + b∗1b2b3) δ(k1 − k2 − k3)dk1dk2dk3 +

+
1

3

∫
U123 (b1b2b3 + b∗1b

∗
2b
∗
3) δ(k1 + k2 + k3)dk1dk2dk3,� A @ � �

� ÷ ûú û øþ ö÷ û � ûü � øþ � ý ú � ûú øþ β

2U123 = V123 =
√

18
k1(k2,k3) + k2(k3,k1) + k3(k1,k2)√

k1k2k3



�÷ ûú û ÿý ú û �ö÷ û ùö ü þ � ü ú � � ûö ÷ ý � ù ý ÿ� ûü � ö �ú � � � ûþ � û � ü õ � û ü � � � ø û�

ö ý û � � ü ö ý ú øü � � � � � ó �÷ û ú û ù � �ö ù� ø � � �÷ ý � û
 ûú �� û � ûþ � ýþ ö÷ û � û �ü õý ú þ ýþ � � û �ü õ �÷ ü ú ü �ö ûú ý ÿö÷ û � ø ù � ûú ù øýþ �ü � � A @# � ó �÷ û ÿý � �ý � øþ �ü þ ü � õ ù ø ù ù÷ ý � ùö÷ ü ö ö÷ û � ø ù � ûú ù øýþ �ü � FG ò î Hð 0I ï 0ï JKð � û � ûþ � øþ � ýþ

ý ú ø ûþ ö ü ö øýþ ý ÿö÷ û � ü 
 û�� 
 û �ö ý ú ùö ú øü � ó � û � ýþ ù ø� ûú ö÷ û ù õþ �÷ ú ýþ ø ù �

� ýþ � øö øý þ ù

k = k1 + k2, ωk = ω1 + ω2, � A @� �

ü þ � ú û� øú û �ö ö÷ û � ý ý ú � øþ ü ö û ù õ ùö û � ü �ýþ �ö ÷ û 
 û �ö ý ú k ó �÷ ûþ

k = k1 cos θ1 + k2 cos θ2, 0 = k1 sin θ1 + k2 sin θ2, � A @ � �

k1 + k2 − k −
β

2

(
cos(α+ θ1)

k1
+

cos(α+ θ2)

k2
− cosα

k

)
= 0, � A @? �

� ÷ ûú û α ø ùö÷ û ü þ � � û � ûö � û ûþ kü þ � ö ÷ û � øú û �ö øýþ ex ó



�÷ û ÿú û � � ûþ � õ û � � ü ö øýþ ø ùú û� ú øö ö ûþ ü ù

(
2k1 sin2 θ1

2
+ 2k2 sin2 θ2

2

)
−

−β cosα

2

(
cos θ1

k1
+

cos θ2

k2
− 1

k

)
− β sinα

2

(
sin θ1

k1
+

sin θ2

k2

)
= 0,� A A @ �

�÷ û ù �ü � û ù ü ú û

k1 ∼ k2 ∼ 1� β > 0

ö÷ ûú û ÿý ú û ü þ � � û ù ü ú û ù � ü � �

θ1, θ2 � 1



" ûú ûö � ý ù øö � ü ö øýþ ù ü ú û � ý ù ù ø � � û ó = øú ùö � ü ù ù � � ûö÷ ü ö ö÷ ûö ÷ øú � �ú ü �� ûö

ø ù ù � ü � �	 cosα� θj sinα ó �÷ ûþ ö÷ û �ú ùö ü þ � ö÷ û ù û � ýþ � ü ú û øþ

� ü �ü þ � û θ2
j ∼ β cosα ó =ú ý � ö÷ û ù û ú û �ü ö øýþ ù øö ø ù ûü ù õ3ö ý �þ � ü 
 ü � ø� øö õ

� ýþ � øö øý þ

cosα

sin2 α
� β. � A A A �

= ý ú û� ü � � � û � ÿý ú α = π/4� û÷ ü 
 û cosα
sin2 α

∼ 1 ó

� û � ý þ � � ø ÿö÷ û ù û � ýþ � �ú ü �� ûö ù ü ú û ù � ü � � cosα� θj sinαö÷ ûþ

θj ∼ β sinαü þ � ö÷ ûú û ÿý ú û

cosα

sin2 α
� β. � A A� �

= ý ú α = 1.55 � ø ó û ó 89 L �� û÷ ü 
 û cosα
sin2 α

∼ 0.016 ó



� þ ö÷ û �ú ùö �ü ù û � û÷ ü 
 ûö÷ û ÿý � �ý � øþ � � ü �ü þ � û øþ ö÷ û � ü øþ ý ú � ûú

2k1 sin2 θ1

2
+ 2k2 sin2 θ2

2
=
β cosα

2

(
1

k1
+

1

k2
− 1

k

)

� A A
 �

ü þ � ù øþ � û

1

k1
+

1

k2
− 1

k1 + k2
=

(k1 + k2/2)2 + 3k2
2/4

k1k2(k1 + k2)
> 0

ü ùý � øö øýþ û� ø ùö ù ýþ � õ ÿý ú cosα > 0 M

� þ ö÷ û ù û � ýþ � �ü ù û � û÷ ü 
 û

2k1 sin2 θ1

2
+ 2k2 sin2 θ2

2
=
β sinα

2

(
sin θ1

k1
+

sin θ2

k2

)

� A A� �

ü þ �

θ1, θ2 ∼ β � 1

Dþ û� ø ùö ûþ � û ý ÿ ùý � �ö øýþ ø ù øþ � û � ûþ � ûþ ö ý ÿö÷ û ù ø �þ ý ÿ sinα � û �ü � ù û

ö÷ ûú û ü �� ü õ ù û� ø ùö ü ö ú ø
 øü � ùý � �ö øýþ θ1 = θ2 = 0 ó



" ûþ � û �ONP QRS TS U UNV TW QP XV Q U

YZ I î ò /ð ñòï I [ð ñ J]\ I ^ð 0ð H]_ ð îï ò / í` î ^ xa ò bI 0I îï Gð /I H Gï G ò ñ ca K ñò îð

I îï Gð ka 0 K ò Fð d

e Z I îï \ í [ð / J î ò / / í\ 0ð H]_ ð îï 0 ò / í` î ^ï Gð ya ò bI 0 Z

f K ò /ï c / í_ ï Gð î ò / / í\ /ð HI íî 0 ò / í` î ^ï Gð ya ò bI 0 gï Gð /ð ò /ð î í

/ð 0 íî ò îï ï /I ò ^ 0I îï Gð ñð cï G ò ñ ca K ñò îð I îï Gð ka 0 K ò Fð ó



�÷ û� øþ ûö ø � û � � ü ö øýþ ù ü ú û �ö ÷ ûú û ÿý ú û �� øh ûú ûþ ö øþ ö÷ û ú û � øýþ ù ý ÿö ÷ û

�÷ ü ù û�� ù � ü � û � øö ÷ ü � �ý � û� ü þ � ÿý ú � ø� � ûþ ú û ùýþ ü þ ö ö ú øü � ù ó � þ ö÷ û �ú ùö

�ü ù ûö÷ û ùö ü þ � ü ú � ö ÷ ú û û�� � ü 
 û� øþ ûö ø � û � � ü ö øýþ ü � � � ø û ù ó

∂N(k, t)

∂t
= π

∫
[ | Vk12 |2 fk12δ(k− k1 − k2)δ(ωk − ω1 − ω2)

− | V12k |2 f12kδ(k1 − k2 − k)δ(ω1 − ω2 − ωk)

− | V2k1 |2 f2k1δ(k2 − kk − k1)δ(ω2 − ωk − ω1) ] dk1dk2,

� A A# �

� ÷ ûú û fk12 = N1N2 −NN1 −NN2ü þ � Nj = N(kj , t) ó



i ø ù � ûú ù øýþ ø ù� ûü � ü þ � ü � � � õ øþ �ö û �÷ þ ø � � û ù ù ø � ø �ü ú ö ý ö ÷ ý ù û � ù û� ö ý

ÿü �ö ý ú ø B ûö÷ û ÿý �ú � � ü 
 û � ý � � ø ù øýþ øþ ö û �ú ü � øþ ö÷ û �ú û
 øý � ù ù � � ù û �ö øýþ ù �ö÷ û � ý � � ø ù øýþ øþ ö û �ú ü � øþ ö÷ û �ü ù û cosα� β sinα � � ü õ � û ÿü �ö ý ú øB û�

ÿý ú N(k) = ks	

I(k) = πkr
∫
| Vk12 |2 fk12δ(k − k1 − k2)δ(k1θ1 + k2θ2) � A A � �

δ

(
k1θ

2
1/2 + k2θ

2
2/2−

β cosα

2

(
1

k1
+

1

k2
− 1

k

))

� A A� �

(
k−r − k−r1 − k−r2

)
dk1dk2. � A A � �

" ûú û r = 2s+ 5 ø ù ü ù � � ý ÿ � ý � ûú ù � ý � øþ � ÿú ý �	 f� ÷ ø �÷ � ø
 û 2s �ö÷ û

øþ ö ûú ü �ö øýþ � ý û> � ø ûþ ö � ÷ ø �÷ � ø
 û ù 3 �ö÷ û � û �ö ü � ÿ �þ �ö øýþ ù� ÷ ø �÷ � ø
 û

−1 + 0 + 1 = 0 � ü þ � ö � ý j ü � ý � øü þ ù� ÷ ø �÷ � ø
 û 2 ó



D ù ü ú û ù � �ö ÿý ú r = −1� û÷ ü 
 û ü k ý � � ý � ý ú ý 
 ù � û �ö ú � � � øö ÷ s = −3

� N = k−3 � ó �÷ û ù � û �ö ú ü � ûþ ûú � õ � ûþ ù øö õ � ûú k ø ù εk = ωkkNk = k−1 ó

Dþ û � � ø � ø �ú ø � � ù ý � �ö øýþ � ý ú ú û ù � ýþ � ùö ý s = −1ü þ � û � � ø � ü ú ö øö øýþ ý ÿ

ûþ ûú � õ ó
l �ú øý � ù � õ �ö÷ û �ü ù û ý ÿ ü � � ý ùö 
 ûú ö ø �ü �ú û ùýþ ü þ ö ö ú øü � ù cosα� β sinα

� ý û ùþ ý ö ü � �ý � ù � �÷ ö ú ûü ö � ûþ ö



D ÿý �ú � ü 
 û � ý � � ø ù øýþ øþ ö û �ú ü � � ü õ � û ÿü �ö ý ú øB û� ü ù� û � � øþ ö÷ û

þ ýþ � � û �ü õ ú û � øý þ ù ý ÿö÷ û �÷ ü ù û � ù � ü � û � ø
 øþ �	

I = kr
∫
|Tk123|2 δ(k + k1 − k2 − k3)

δ

(
k1θ

2
1/2− k2θ

2
2/2− k3θ

2
3/2−

β cosα

2

(
k−1 + k−1

1 − k−1
2 − k−1

3

))

(
N−1
k +N−1

1 −N−1
2 −N−1

3

) (
k−r + k−r1 − k−r2 − k−r3

)
dk1dk2dk3

� øö ÷ r = 3s+ 11 ó � ûö ÷ � ù � ûö ö � ý ùö ü ö øýþ ü ú õ ù ý � �ö øý þ ù	 ýþ û� øö÷ ü

� ýþ ùö ü þ ö ûþ ûú � õ $ � � 	 r = −1ü þ � N = k−4 � ü þ � ý þ û � øö ÷ ü � ýþ ùö ü þ ö

� ü 
 û�� ü �ö øýþ 	 r = 0ü þ � N = k−11/3 ó



%& m () * +, - . , / (0 1 (2 3 + 5 ( n2 4 4 . oqp )r ( 42 0 + 5 (

s : t; /) +: + , t ( β; < /) 0 (

ô õ ù � � � ý ù øþ �ö÷ ü ö þ ýþ � øþ ûü ú øö õ � ü ú ü � ûö ûú ε ø ù ù � ü � � øþ ö÷ û

� � ü ù ø� � û ý ùö ú ý �÷ ø � û � � ü ö øýþ 	
∂t
(
h−∇2h

)
− εJ

(
h,∇2h

)
= 0, � A A? �

ü þ � øþ ö ú ý � � � øþ � � ü � ù ù øü þ ùö ü ö ø ùö ø � ù ÿý ú ü þ ûþ ù û � � � û ý ÿ � øþ ûü ú E ý ù ù � õ

� ü 
 û ù ü ÿý � �ý � øþ � � øþ ûö ø � û � � ü ö øý þ ÿý ú ö÷ û ù � û �ö ú ü �� ûþ ù øö õ Fk ý ÿö÷ û

÷ û ø �÷ ö � û �� h � ü õ � û ûü ù ø � õ û ùö ü � � ø ù÷ û� � õ3ö ü � øþ �ö÷ û = ý �ú ø ûú �

ö ú ü þ ù ÿý ú � ý ÿ � A A? � � � � �ö ø � � õ øþ � � õ3ö÷ û � ý � � � û� � ýþ u � � ü ö û ý ÿ hk �ü 
 ûú ü � øþ � ü þ � � ù øþ �ö÷ û û� � ü þ ù øýþ ý ÿ h øþ ε	



Ḟk = 4π

∫
dk1dk2 δ(k + k1 + k2)δ(ω(k) + ω(k1) + ω(k2)) ·

Dk1k2

(k2 + 1)(k2
1 + 1)(k2

2 + 1)
(Dk1k2

Fk1
Fk2

+Dkk2
FkFk1

+Dkk2
FkFk2

) .

� A� @ �

" ûú û

Dk1k2 =
1

4π
k1 × k2

(
k2

2 − k2
1

)
, � A� A �

ü þ � ω = −β kx
k2+1 ó �÷ û � ûú ø
 ü ö øýþ ø ù ü þ ü �ý � ý � ùö ý ö÷ ü ö ÿý ú øþ ö ûú þ ü �

�ú ü 
 øö õ � ü 
 û ù øþ ö÷ û ùö ú ü ö ø � û� $ � ø� � ø
 ûþ øþ ö÷ ûþ û� ö � û �ö øý þ ü þ � ø ù

þ ý ö ú û � ûü ö û� ÷ ûú û ó



�÷ û ù � û � ø � � øö õ ý ÿ E ý ù ù � õ � ü 
 û ù ø ùö÷ ü ö û � � ü ö øýþ � A A? � ø ù

" ü � ø �ö ýþ øü þ � � �ö þ ý ö �ü þ ýþ ø �ü � ó �÷ ø ù ø ùú û $ û �ö û� � øþ � ü ú ö ø � � �ü ú � øþ ö÷ û

ÿü �ö ö ÷ ü ö øö � ý ù ù û ù ù û ù ü þ I î v îI ï J í cI îï ð H /ò ñ 0 í c _ íï I íî ó � þ � û û� �ú û� ú øö øþ � øö øþ ö÷ û ÿý ú � 	
∂t
(
h−∇2h

)
+ εJ

(
h, h−∇2h− βy

)
= 0, � A� � �

ýþ û ù û û ùö÷ ü ö ü þ õ ÿ �þ �ö øýþ ý ÿ h−∇2h− βy øþ ö û �ú ü ö û� ý 
 ûú ö ÷ û

� ý � ü øþ ý � � � � ø û� � õö ÷ û $ ý � ø ù � ý þ ù ûú 
 û� ó �÷ û " ü � ø �ö ý þ øü þ ùö ú � �ö �ú û

ý ÿö÷ û $ ý � ø ù � ø
 ûþ � õö ÷ û ÿý � �ý � øþ �xw ø û � y ý ø ù ùý þ �ú ü �� ûö � û �þ û� ÿý ú

ü þ z � ü øú Aü þ � B ý ÿ ÿ �þ �{ øýþ ü � ù ý ÿ {÷ û |`} 0I a H]~� 0� /� K GI F /~ ñ} �I [~

K � � ~� �I } ñ [� /�I FI � J qQG = h−∇2h	

{A[q], B[q]} = −
∫
dxdy (q − βy)J

(
δA

δq
,
δB

δq

)
. � A� 
 �

�� � " � ��� {� �� � � � � �O� �� � � {� �	 H = 1
2

∫
dxdy h(h−∇2h)�



=� � �� � � �� � � {� � � �� � { � � � Fñ� 0 ~ ^ ñI � ~ 0 � c qQG − βy � � � �� � � �� � { �

�� � � �� �� � {� � � �� � �� � � � � �� �� {� [� /�I F~ 0 � � �� �\ } [~ 0 � � 
 �� �� � � � � �� �

qQG − βy �� � �� {� z � �
 � � {� � � � �� � { � � �{ � �� �� { � � � � � y = const � { � � � �

�� � �{ � �� � � � �� �� �� � � � �� � � { 
 � �� ��� � �� � � �� �� � � � � {� { � � � � �� � � { � �

�� � � � � �� �� � �� y� � � �� � � � � �� � { � A� 
 �� � {� { � � � � �� �� � �� � � � � � �� � �

{ � � � � �� � � � {� � � �� � � � � { � �{ � �� �� { � � � { � �� �� � � � � �� � qQG − βy� � { � �

� � 
 � � � � � �� �� � { � � � � �� � � � {� � � �� � � �� �� � � � � � { � � � � {� { � �� �� {� ��

�O� �� � � {� � " � � �� {� �� � � � �� � �{ � �� � �� " � � �� {� �� � � � � �� � { � �� �� � � � �

� � � �� � �� � � z � � { � � � � � �� � �� � � { � � z � � �� � � � �� � � �
 � � � { � � { { � �

� � ��� {� � � � � � � {� � � �O� � {� � � � �� � � � {� � �� {� � A� @ ��



=� � � � � � � � { � � � � � �� � � � � � �� � { � � �� � � � �O� � � { � � � {� � � � { � � �� � � � �� � �

� � { � � � �� �� � E� � �� z � � 
 � � � � z � � � � � � � � � � { �� � � � �� � � � { � � � �

� � { � � � �� � � �� � �� � �� � �{ � � 
 � �� � { � ω = −β kx
|k|2 � �� �� { � � { kx � ky �

{ � �� � { � � � � {� � � � � � �� � � � � z � � { � � � � �� � � �� � � �� � {� � �� { � � � � �� � �

{ � �� � { � � � � {� � � 
 � �� ��� � � sj =
kjx
kx

� �� tj =
ω(kj)
ω(k)

� � � � �� �� � � �

� �� �� �� � �� � � �� � � {� � � F (kx, ky) ∝ kαxkβy � { � �� � � � � �� � � � �� � � � � { � � � ��

{ � � � � � � � � {� �� B �� � �� { � � �� � � � � � � � �{ � {� � � � � z �� � � {� � � � � � �� � { �� � �� 	

Fk ∝ k−
3
2

x , Fk ∝ k−
3
2

x k−1
y . � A� � �



� { � � z � � �� � �� �� � z � � � � � { �� �{� { � {� � � � � {� � A� @ � { � � { � � � � � �� � B ��

{ � � � � � � z � � �� � � �O� �� � � �� �� � { � � �� � �	

F (k) =
1

a+ bk2
+ Φ(ky)δ(kx), � A� # �

� � � � � a, b � �� � { � � � z �� � �{ � � { � � � �� Φ� � �� � { � � � z �� � � {� � � � � � �� � �� � { �

{ � � �� � � � �� � � � � { � � � �� �

�� � � � �{ � � �{ � � { � � �� � � {� � � �� � � � � �� �� � {� � � � � � z � � � � � � �{� {� � � �

� � �� � { � � � � �� �� �� 
 � � � � � �O� �� � � �� � � � � { � � �� � { � � � z B� � �� �� � � � � { �
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− a−ka−l

Ωk + Ωl ∓ Ωp + iδ
], � A¥ � �



ξ(1)(p, t)p1 6=0 = iNp̂

∫
dk dl δ(k + l− p)

∑

±
(±)A±kl,p

[
akal

Ωk + Ωl ∓ Ωp − iδ
+

aka−l

Ωk − Ωl ∓ Ωp − iδ

+
a−kal

Ωk − Ωl ∓ Ωp + iδ
+

a−ka−l

Ωk + Ωl ∓ Ωp + iδ
], � A¥ ¥ �

� � � � � { � �� � { � � � � {� � � �� �> �� � � { � � � � � �¦ � �� � �
A±kl,p = k× l

k2 ± p̂k̂
2p2

, k× l ≡ k1l3 − k3l1. � A¥ � �



� � � �Ò { � �   � � �{ � � � � �� � � � � � � ¤� � � � � ¤ ¤ �� Ò � � � {� � � � z �� ¤ ¤� �� � �

{ � � { � � � {� { � � ¤ � � � � � � �� � �� � � � � � � � � � { � � � � �  � z � � { � � � � {� � �

� �� � � { � � �� � ¤� �Ò � �� � � � ¤� � { � � � � ak � � �� � � � �� � �� � � �{ � {� �{� � �

< ak al > = 0 ,

< ak al > = Nk δ(k− l) ,

< ak al am an > = Nk Nl(δ(k−m)δ(l− n) + δ(k− n)δ(l−m)) ,

Nk = N−k. � A¥ # �



� � � � �� { � �� � �� � �� z { � � £O� � � � � {� � � � � � Nk �� � � { � � � �� { � � �� � �� {

� �� � � {� � � � � { � � � � � �� � �� � k� = �� � � A � � � � �� � { �� � { � � �� � � � � � � �

� �Ò � � { � � £O� � {� � � � �� � �� � � � � � �� � { � � =� � �� � � �� � ¤� � � � { �� � { � � � �� �

¦ �� � Ñ

p2 < ψ̇p ψq > =

∫
dk dl Vkl < ψk ψl ψq > δ(k + l− p)

−ip1 < ξp ψq > ,

< ξ̇p ξq > = −
∫
dk dl Wkl < ξk ψl ξq > δ(k + l− p)

−ip1N
2 < ψp ξq > , � A¥ � �

� � { � Vkl = k2k× l� Wkl = −k× l�



� z � � � � � � { � � � � { � � � £O� � {� � � � � � � { � �� � �� � ¤� �Ò �� � u� � � { � � � � � � � {

{ � � �� � � � � � � �   � � � {� � � £O� � {� � � �� � { � � � ¤ � �{ � �� � � � �� { z � � � � � � � z

εp = p2(ap ap + a−p a−p)

< ε̇p >=

∫
dk dl δ(k + l− p)Vkl[< ψk ψl ψ−p > + < ψ−k ψ−l ψp >]

−N−2
∫
dk dl δ(k + l− p)Wkl [< ξk ψl ξ−p > + < ξ−k ψ−l ξp >]

� A¥ � �

� � � � �� ��� � { � { � � ��� � �� � � { � � � � £O� � {� � � ¤ � �{ � �� � {� � �� z � �� � � � A �� �� � � ��   � � { �  z �� � � �� �

1

A ± iδ
= P

1

A
∓ iπδ(A). � A¥ � �



§� �¡ � � �� � � � { �� � { �� � � {� � � � {� � A¥ � � � � � � �� � � { ¤ �� �� � � � � � � � �� z { � �

� � �� � � � { { � � � � � � � �� � � ´ �� � � � A¥ � � � � A¥ ¥ � � � � � A¥ � �� � � � � { �

< ε̇p >= 2πp2

∫
dk dl δ(k + l− p){

A+
{kl},p [A+

{kl},pNkNl −A+
{lp},kNpNl −A+

{kp},lNpNk] δ(Ωk + Ωl − Ωp)

+A?kl,p [A?kl,pNkNl −A−{kp},lNpNk −A?pl,kNpNl] δ(Ωl + Ωp − Ωk)

+A?lk,p [A?lk,pNkNl −A−{lp},kNpNl −A?pk,lNpNk] δ(Ωk + Ωp −Ωl)},

� A¥ ? �

� � � � � � � � �¦ � �� A±{kl},p = A±kl,p +A±lk,p � � � A?kl,p = A+
kl,p +A−lk,p�



�� � �� � � { z ¤� � ��   � � � {� � � £O� � {� � � � � { � { � � δ¡ �� � �{� � � � � � �� �� � � { � � {

{ � � �� � � � �� � � ¤ �� � � � � �� � � � �� � � � � � � � z � � � � � � � � { � � � " � � �� � � �

�� � � { � � � � �� � � � {� � � � � � � � � � � � � � � z � � � �� � � {� � � �{ � { {� { � � �{ � � � � ��

�� � � � D �� � � � �� �� � �� � �� � � �� � �� � � � � � � �� � � �� � � {� � �� � �

�{ � � � � �� �� � � c /~ |` ~� F J ×\ } [~� ` _ · ~ / ^~� 0I � J �� � εp
Np → N

p̂1

p3
Np � A� @ �

�� { � � { εp = 2ΩpNp� Np� � { � � � �� � � � � � � � � � � �� { z � � � � � � �

� � � �� � {� �� �� � �� � � { � � � �� � � z � � �� � �� � � �� � � � � ¤� � � � � �� z � � � � � z

{ � �� � { � � � � {� � � �� �> �� � � { �

A±kl,p = A±{kl},p(
p

kl
)

3
2 , A?kl,p = A?kl,p(

p

kl
)

3
2 � A� A �

� � � � � {



< Ṅp >∼ πN

∫
dk dl δ(k + l− p){

A+
kl,p

[
|k1 l1
q1
|A+

kl,pNkNl−|l1|A+
lp,kNpNl−|k1|A+

kp,lNpNk

]
δ(Ωk+Ωl−Ωp)+

A?kl,p
[
|k1 l1
q1
|A?kl,pNkNl−|k1|A−kp,lNpNk−|l1|A?pl,kNpNl

]
δ(Ωl+Ωp−Ωk)+

A?lk,p
[
|k1 l1
q1
|A?lk,pNkNl−|l1|A−lp,kNpNl−|k1|A?pk,lNpNk

]
δ(Ωk+Ωp−Ωl)}.

� A� � �



� �   � � � � � {� � � �� � � { { � � � z � � � { � z ¤ �� ¤ � �{� � � � � � { � � � � � { { � � { { � �

�� � � � �Ò ¤ � � � �� � � � � � � {� � � � �� ��� � { �� � � { � � � � �� � � � { �� � � � � � �

� �¦ � �� � z { � � � � �� � � � { �� � { � � δ¡ �� � �{� � � � � � � � �� �

|k1 l1
q1
|A+

kl,p = |l1|A+
lp,k = |k1|A+

kp,l, |
k1 l1
q1
|A?kl,p = |l1|A?pl,k = −|k1|A−kp,l

� A� ¥ �� � � { � � � £O� � {� � � � A� � � � � �� � � �
Ṅp ∼ πN

∫
dk dl δ(k + l− p){

Z+
kl,p (NkNl −NpNk −NpNl) δ(Ωk + Ωl − Ωp) +

Z−kp,l (NkNl −NpNl +NpNk) δ(Ωl + Ωp − Ωk) +

Z−lp,k (NkNl −NpNk +NpNl) δ(Ωk + Ωp − Ωl)}� A� � �

� � { �

Z±kl,p =
1

4

k̂1 l̂1 p̂1

klp
(k̂ + l̂ ± p̂)2 (

k̂3

k
∓ l̂3

l
∓ p̂3

p
)2 . � A� # �



�� � �� � � � � { � �¦ � �{ � � � �   � { � � { � � � �Ò ¤ � � � �� � � �� � � � � ¤� � � � {� { � �

�� ¤ � � � � �� ¤ { � { � � �� � � � � { � � � � �� � � � � � �   � { �� � �� � � � { �   � � � � { � � { � �

{ � � �� � � � £O� � � { δ¡ �� � � {� � � � � � A� � ��



¢ � �� � � { � � � � � � � � � � � � � ¤� � { � � { � � � � {� � �� � � � { � �� � { � � � � {� � � � � � �� �

{� k1 ≥ 0 � � � l1 ≥ 0 �� � �� ¤ ¤� � � { � � � { � � { p1 ≥ 0 � � � �� � �Ñ

Ṅp ∼ πN

∫
dk dl δ(k + l− p){

Z+
kl,p (NkNl −NpNk −NpNl) δ(Ωk + Ωl − Ωp) +

Z−kp,l (NkNl −NpNl +NpNk) δ(Ωl + Ωp − Ωk) +

Z−lp,k (NkNl −NpNk +NpNl) δ(Ωk + Ωp − Ωl)}

+ 2πN

∫
dk dl δ(k + p− l){

Z−lp,k (NkNl −NpNk −NpNl) δ(Ωk + Ωl − Ωp) +

Z−lk,p (NkNl −NpNl +NpNk) δ(Ωl + Ωp − Ωk) +

Z+
lp,k (NkNl −NpNk +NpNl) δ(Ωk + Ωp − Ωl)}.� A� � �



i � � {� { � � �� � ¤� �Ò �� � � � � { � � �� � � {� � � Z� � � A� # �� { � �� � ¤� � �� �� �

{� ¦ � � �Ò � � { �� � � {� � � �� � � A� � � � � { � � � { � �   � � � � � � � {� � � ��

� � �� � ¤ {� � � �� � � � �� � { � z {� ¦ � � � � � � �� z {� � ¤� � � �� �� �� � � {� � � � z

� � �� {� � � � � � � �� � � � � z �� � � �{ � � �{� � �� � z ¤ �� ¤ � � � {� � � � �� � �Ñ k3 � k1� �

� z ¤� { � � �� � � � � £O� � � {� z � � �� � � � �� ¤� z �� � �� � � { � � � � � � � Z±kl,p � � � � {� z

�� � ¤� �¦ � �Ñ

Z±kl,p =
1

4

|k1 l1 p1|
|k3 l3 p3|

(|̂k3|+ |̂l3| ± |̂p3|)2. � A� � �



� � � � � { � � �� � �   � � � �� � � ¤ � � { � � �� � � � � �� � � { � �� � �{� � �� � � � � � {� � � � � � � �

� � � � ¤ � �{ � �� � � � �� { z Np� � � � � � ¤ � � � � �� z � � |p3|� � � � � �� � � � � � � {�

� �� � � � �� � � � { � � � � {� � � � {� { � � � � � �� � k3� l3 ≥ 0 �� � p3 ≥ 0� � � { � � �

� � z � � � �� � � { � � � �� � ¤� � { �� � �� � � � � � �� � � � �� �� � ¡ � � { � � � �� � � � � z{ � � � � �� � � { � �� � { � � � � {� � �� � �� ��� � � � � �� �� � � � {�

k1 = s p1, k3 =
s

t
p3, l1 = u p1, l3 =

u

v
p3. � A� � �

(s > 0, t > 0, u > 0, v > 0) � � � � � �   �� � � � � �� � � � �� � � {� � �

Nk ∼ sαtβNp, Nl ∼ uαvβNp, Nk ∼ kα1 Ωβk , Nk ∼ kα+β
1 k−β3 .

� A� ? �y � � �� � �� � � � � � £O� � � � z � � � { � � � � �� B� � { �� � �� �� � � {� �� � { � � � � {� � � � z� �� � � { � � �� � � � � ¤� � � � � � δ¡ �� � � {� � � � � � � � �   � � � � � � � � � � � � � � � � z �

�� � � � �� �� � �� ��� � � s→ s/(1− s), t→ t/(1− t)� � � �� � � {� � �� � �

�� � � � � � � � � � �� � � { � � � � {� � � � � � �� � � � @ � A �� � @ � A � � � � � � �� � � {� { � �

�Ò ¤ � � � �� � � �� ¤ {� � �� � �{ � � { � �� � { �� �� � � { � � � � h � � � � { � � { � � � �� �Ñ



Ṅp ∼
∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt δ(1± s

t
± 1− s

1− t )U(s, t)×

[sαtβ(1− s)α(1− t)β − sαtβ − (1− s)α(1− t)β ]×
[1− (1− s)−2α−6(1− t)−2β+2 − s−2α−6t−2β+2]

+ 2

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt δ(
1

t
± s± 1− s

1− t )V (s, t)×

[sαtβ + sα(1− s)α(1− t)β − tβ(1− s)α(1− t)β ]×
[t−2β+2 − s−2α−6 + (1− s)−2α−6(1− t)−2β+2]. � A# @ �

" � � � U(s, t) = s(1−s)
t(1−t) (1 + s

t + 1−s
1−t )

2 � � �
V (s, t) = s(1−s)

t(1−t) (1
t + s− 1−s

1−t )
2� §� { � � � � h � � � � � � � � { � �� ��� � �

�Ò ¤ � � � �� � � �� � ` � I ^I /~ F�I � � } ñ E� � �� z � �� � � � � � � � � � �� � �� �� � { � � � ��

� �� � � ��



�� � �� � � {� � � � � � � � �{ � {� �{� � �� � £O� �� � � �� � � � ¤ � � { �� �

Nk = 1/Ωk, εk = const, � A# A �

� � � � �� � �� � �� �¡ � £ � � � � � �� � � � ¤ � �{ �� �

Nk ∼ k−
5
2

1 k
− 1

2
3 , εk ∼ k−

3
2

1 k
− 3

2
3 εk ∼ Ω

− 3
2

k k−3
3 . � A# � �

�� �¦ � �{ � � �� � � � � � � z � £O� � ¤ � �{� {� � � � � � � � { � � E � z� �� �� ¡ j � � � �

� ¤ � � { �� � � � � � � { � � � � �� � � � � �� � � k� � � � �� �� � ¡ � �   � � ¤ � � { �� �

�� � � � � ¤� � � � � � {� � �� � �{ � � { � � � � � z $ �Ò { � �� � �� { � � � ¤ � � { �� � �

� � � � �� �� � { P � � � � � � � � � z $ �Ò � �� � � � z � � � � � �� � � �� � � � �� � � �

� ¤ � � { �� � �� � �{ �� �{ �� � �� � P � � � { � � � £O� � � �� � { � � � �� � {�¡ �Ó � �Ó � Ó

� � � £O� � � � z � � �{ � � ¤ �� ¤� �{� � � �� {� { � � � �� � � � � � � �� � { � �¡ ¥ ¤� � � �

� � � �� �� � � � � ¤� � � � {� � A# � �

εk = C2N
1
2 P

1
2 k
− 3

2
1 k

− 3
2

3 � A# ¥ �



Ô & % Ö : 0 ( +: 1 ( 9 , ) +:2 0 ) 0 t 5 2 -:Ù 2 0 +) / / o : 42 + -2 < : 1

4 +) +:2 0 ) - o (0 ( - � o 4 < ( 1 + -) 32 - ÔÚ : 0 + ( -0 ) /

� -)r : + oqp )r ( 4 : 0 + 5 ( ) . 4 (0 1 (2 3 s () 0

<2 + (0 +: ) /r 2 - +: 1 : + o

� � { � �¥ � � � � �� { � � �� �� � �� � � { {� � � � { � � l � � z �¡ " � � �� � �

� � �� � ¤� �� {� � � �� �� �� � �� { zÑ

v = ∇H × ψ x̂3 +∇Hφ+ w x̂3 � A# � �

� � � �� � � { � �� � � � � � � ¤ ¤ ��Ò � � � {� � � � �� � � � � � � ¤ � � � {� � � � � { � � $� � � � �

� � �{� � �� � ψ � � � � � �� � � φ,w � ¤ � �{ ��



∆Hφ+ ∂3w = 0 ,

∆P − ∂3ξ +∇ · (v · ∇v) = 0 ,

ẇ + v · ∇w + ∂3P − ξ = 0 ,

ξ̇ + v · ∇ξ +N2w = 0 , � A# # �

−∆H ψ̇ − J(∆Hψ,ψ)−∇H · (∇Hφ∆Hψ)− w∂3∆Hψ

−∇Hw · ∇H∂3ψ + J(w, ∂3φ) = 0 , � A# � �

� � � � � { � � �� � � � �� ¤ { � H � � � 3� � � �� { � { � � � � �� B� � { �� � � � � � �{� � ��

¤ � �{ � � � � � ¤ � � {� � �� z � � �

v · ∇... = ∇Hφ · ∇...+ w∂3 + J(... , ψ). � A# � �



� z � � { �� � � �� � � =� � �� � � { � � � � �� � � � ψp� ξp� φp � � � wp � � � � � � � � �� B� � �

{ � � � z �{ � � � A� � �� � � � � { �� � { � � � �� � � �� � { z � �� � � �� � � {� � � � � � { � �

� � � ¤ � � �� � � � �� � {� � �
ω2 = N2 p2

H

p2 � A# � �

� � � � � ω� � { � � � �� � � � � £O� � � � z � p = (p1, p2, p3)� � { � � � �� � � � � � � � �

p ≡ |p| � � � pH = (p1, p2)� �� { � ¤ �� u � �{� � � � � { � � � � �� B� � { �� ¤� � � � �

§� { � { � � { ψp � � ¤ � � � � � { � � B � �� � � � �� � { � �� � � � � � � z �{ � � � � � � � � �

{� � �¡ � � � � ¤ � � � � � { � � { � �¦ � �{ � ¤ ¤ ��Ò � � � {� � � � � � � { � � { � � � �

$� � Û �{ � � {� ¦ � � {� � � �� � � � � {� � � � ¤ �� ¤� �{� � � �� {� δ(pH) � � �{ � � � � � ��

{� � � { � � � � � � �� �� � � {� � � � � { � �� � � � � � � z �{ � � � � � �� �� � � � � � � �� { � � �

�� � { �� � � {� � � � �� {� � � { � � � � z { � � � � � �� � � �Ò ¤� �� � �� � �� � � � §� { � �� ��

{ � � { { � � � �� � ¤ � �{ � � φp � � z � � �� � � z � �� � �� � � { �� � � � �� � �� � wp�



� z � � { �� � � �� � � � �� � � � ¤� � { � � � � bp = eiΩptχ+
p �� � � � � ¤� � � � � � {� { � �

{ � � � � � � �� � �� � { � � � � � ¤ � � �� � � � £ � � {� � � � A# � �� � � � � � Ωp� � { � �

¤� �� {� � �¡ �� � � �� � { � � � A# � �� � � � � {

wp = bp + b−p , ξp = iN
p

pH
(bp − b−p) � A# ? �

�� � � � � � � z � � { � � � z �{ � � � � { � � �� � � � � �� �� � �{� � �� ¤ � �{ � � � � � � �

� � � z � � � z � �

E =
1

2

∫
dx (−ψ∆Hψ − φ∆Hφ+ w2 +N−2ξ2)

=
1

2

∫
dp (p2

H φp φ−p + wpw−p +N−2ξp ξ−p)

=
1

2

∫
dp (2

p2

p2
H

(bp bp + b−p b−p)) � A � @ �



� �� � � � { � � � � �� � � � � z � �{ � � z � � ¤ � � �� z � �� � � � �� � � � � { � � � � �Ò �� � � � � �

�� � ¤� � { �� z { � �� � �{� � �� � � � � � � � � � � � $� � Û �{ � � {�¦ � � {� � �

�� � � � � {� � � �� D ¤� z �� � �� � � �� � �� � { � � � � � ¤ � � � {� � � � � { � �w � � � � � �� � �

� ¤� � � { � � � � � �� � � � �� � {� � � � � { � � ¤� { � � {� �� � � �{� �� { z

q = (∇× v)(∇ξ +N2x̂3)� =� � � �� � �� � � � � � � �� � � �� � ¤� { � � {� ��

� � �{� �� { z � �� � � � {� � �� � z B � �� � �� � �� � �� { { �� � � � z � � � � �� � �

�� ¤ � � ¤� �� {� � � � � � �� � � � � � � � � � � � { � � �� � � � � ¤ �� � � � �� � �{� �� { z � � �

� � � � � � � z � � � z �� � � � � z � � { � �¦ � �{ � �� � �� � ¤ � �{ � �� � {� � � { � �� � z �

" � � �� � � � �� � � � �� � �� � � � � � � � �� �� � � �� � � � � � � � �� � � � { � �

�{ � {� �{� � �� � z �� � � � � �� ¤� { � � {� �� � � �{� �� { z � � �{�� � B � �� � � � �� � � �� { { � �

� � � �� � { � � ¤ � � � � � { � �� � �{� � �� � � � � �� � � � � � � � � z � � � z �� � � � � {� � � ��

� � � { � � � � � �� � � � � ¤ � � � {� � � � �� { � �� � � � � � � z� � �� {� � � � � � � �� � � � � z

B � �� � � � � ¤� { � � {� �� � � �{� �� { z �� �¦ �� � � {� � � � � � � � � � � �� �� � �� �¡ � �� �

�� � � � � {� � � ��



�� �¦ � �{ � �� � � �� � � � � {� � � � � { � � � � �� � � � � � �

w(1)(p, t) = −
∫
dk dl δ(k + l− p)

∑

±
B±kl,p

[ bkbl
Ωk + Ωl ∓ Ωp − iδ

+
bkb−l

Ωk − Ωl ∓ Ωp − iδ

− b−kbl
Ωk − Ωl ∓ Ωp + iδ

− b−kb−l

Ωk + Ωl ∓ Ωp + iδ

]

� A � A �

ξ(1)(p, t) = −iN p

pH

∫
dk dl δ(k + l− p)

∑

±
(±)B±kl,p

[ bkbl
Ωk + Ωl ∓ Ωp − iδ

+
bkb−l

Ωk − Ωl ∓ Ωp − iδ

+
b−kbl

Ωk − Ωl ∓ Ωp + iδ
+

b−kb−l

Ωk + Ωl ∓ Ωp + iδ

]

� A � � �



� � � � �

B±kl,p = (p2
H + p3l3

p · l
l2H
± pl pH

lH
)
Hkl

2p2
,Hkl =

k · l
k2
H

k3 − l3. � A �¥ �



� � � �Ò { � �   � { � � � � � � � � ¤� � � � � ¤ ¤ �� Ò � � � {� � � � � � �� ¤ ¤� � � { � � {

� � � {� { � � ¤ � � � � � � �� � �� � � � � � � � � � { � � � � �  � z � � { � � � � {� � � � �� � � { � �

�� � ¤� �Ò � �� � � � ¤� � { � � � � bk � � �� � � � �� � �� � � �{ � {� �{� � �

< bk bl > = Nk δ(k− l) ,

< bk bl bm bn > = Nk Nl(δ(k−m)δ(l− n) + δ(k− n)δ(l−m)),

� A � � �

� � � � � { � � � �� � � � � � � � � � � �� { z Nk = N−k� � � � � �� ¡ � �� � �� �� � � {� � �

� � � � � � � �� � � � �� { � �� � �� � �� z { � � £O� � � � � {� � � � � � � z Nk�



C = �� � � A� � � � �� � { �� � { � � �� � � � � � � � � �Ò � � { � � £ � � {� � � � �� � �� � � � � � �

� � { � � =� � �� � � �� � ¤� � � � { �� � { � � � �� �¦ �� � Ñ

< ẇp wq > =
p2
H

p2
< ξp wq >

− i p2
H

p2

∫
dk dl δ(k + l− p) Ikl,p < wk wl wq >,

< ξ̇p ξq > = −N2 < wp ξq >

− i

∫
dk dl δ(k + l− p) Hkl < wk ξl ξq > . � A �# �

� � � � � Ikl,p = (1 + p3l3
l2H

p·l
p2
H

) Hkl�



� z � � � � � � { � � � � { � � � £O� � {� � � � � � � { � �� � �� � ¤� �Ò �� � u� � � { � � � � � � � {

{ � � �� � � � � � � �   � � � {� � � £O� � {� � � �� � { � � � � � � � z � ¤ � � { � �� � � � �� { z

εp = p2

p2
H

(bp bp + b−p b−p)

< ε̇p >=
i

2

∫
dk dl δ(k+l−p) Ikl,p [< w−k w−l wp > − < wk wl w−p >]

+
i

2N2

∫
dk dl δ(k + l− p) Hkl [< w−k ξ−l ξp > − < wk ξl ξ−p >]

� A � � �

� � � � �� ��� � { � { � � ��� � �� � � { � � � � £O� � {� � � ¤ � �{ � �� � {� � �� z � �� � � � A �� �� � � ��   � � { �  z �� � � �� � ��



� � � � {

< ε̇p > ∼ 2π
p2

p2
H

∫
dk dl δ(k + l− p){

B+
{kl},p [B+

{kl},pNkNl −D−lp,kNpNl −D−kp,lNpNk] δ(Ωk + Ωl − Ωp) +

D+
lk,p [D−pk,lNpNk + C+

pl,kNpNl +D+
lk,pNkNl] δ(Ωl + Ωp − Ωk) +

D+
kl,p [D−pl,kNpNl + C+

pk,lNpNk +D+
kl,pNkNl] δ(Ωk + Ωp − Ωl)}

� A �� �

� � � � � C±kl,p = B±kl,p −B±lk,p� D±kl,p = B+
kl,p ±B−lk,p�



�� � �� � � { z ¤� � ��   � � � {� � � £O� � {� � � � � { � { � � δ¡ �� � �{� � � � � � �� �� � � { � � {

{ � � �� � � � �� � � ¤ �� � � � � �� � � � �� � � � � � � � z � � � � � � � � { � � � " � � �� � � �

�� � � { � � � � �� � � � {� � � � � � � � � � � � � � � z � � � �� � � {� � � �{ � { {� { � � �{ � � � � ��

�� � � � D �� � � � �� �� � �� � �� � � �� � �� � � � � � � �� � � �� � � {� � �� � �

�{ � � � � �� c /~ |` ~� F J ×\ } [~� ` _ · ~ / ^~� 0I � J �� � � �� � εpÑ

Np → N
p3
H

p3
Np

{ � � � �� � � � � εp = 2ΩpNp� � { � � � �� � � �� Np� � � �� � � � �� �� � z

� � { � � ¤ � � { �� � � £O� � �� ¤ � �{� �� � � � � �� { z � � � �� � � � � ¤� � � � � �� z � � � � � z

{ � �� � { � � � � {� � � �� �> �� � � { �

Bkl,p = B+
{kl},p(

p

kl
)

3
2 , Ckl,p = C+

kl,p(
p

kl
)

3
2 D±kl,p = D±kl,p(

p

kl
)

3
2

� A � � �� � � ¦ � �� � z � � {Ñ



< Ṅp >∼ πN
∫
dk dl δ(k + l− p){

B{kl},p
[k3

H l
3
H

p3
H

B{kl},pNkNl−k3
HD−lp,kNpNl−l3HD−kp,lNpNk

]
δ(Ωk+Ωl−Ωp)+

D+
lk,p

[
k3
HD−pk,lNpNk+l3HC+

pl,kNpNl+
k3
H l

3
H

p3
H

D+
lk,pNkNl

]
δ(Ωl+Ωp−Ωk)+

D+
kl,p

[
l3HD−pl,kNpNl+k3

HC+
pk,lNpNk+

k3
H l

3
H

p3
H

D+
kl,pNkNl

]
δ(Ωk+Ωp−Ωl)}

� A �? �



� �� � �� { � � � � �� � � � � z � z �{ � � �� � � �� � � �� �� � ¤ � �   � { � � ¤ �� ¤ � � � {� � �

�� � � �{ � � �{� � �� � z � � � � � k3 � kH � � � � { � � � � � �� � � �� � � � � � £ � � � �� � �� � �

{ � � � � � � � � � � � {
k3
H l

3
H

p3
H

Bkl,p = k3
HD−kp,l = l3HD−lp,k, l3HCpl,k = −k3

HD−pk,l = −k
3
H l

3
H

p3
H

D+
lk,p

� A� @ �� � � { � � �� � � � �� � � � � { � � � �� � � { � � ��� � �� � � � A �? � � � � � {� z �� � ¤� �¦ � �

< Ṅp > ∼ πN

∫
dk dl δ(k + l− p){

Xkl,p[NkNl −NpNk −NpNl] δ(Ωk + Ωl − Ωp) +

Y +
kl,p[NkNl +NpNk −NpNl] δ(Ωl + Ωp − Ωk) +

Y +
lk,p[NkNl +NpNl −NpNk] δ(Ωk + Ωp − Ωl)}

� A� A �



" � � �

Xkl,p = (k̃H+ l̃H+p̃H)2 (p2
3 − k3l3)2

16 k l p kH lH pH

( p̃2
H − k̃H l̃H
p2

3 − k3l3
p3−

l̃2H
l3
− k̃

2
H

k3

)2

,

� A� � �

Y ±kl,p = (k̃H− l̃H + p̃H)2 (k2
3 + l3p3)2

16 k l p kH lH pH

( k̃2
H ± l̃H p̃H
k2

3 + l3p3
k3−

p̃2
H

p3
± l̃

2
H

l3

)2

� A� ¥ �� � � k̃H = sign[k3]kH�



� � � �� � � � �   �� � � � �� B� � { �� � z � �� { �� ¤� � � � � � � �{� � �� � z �� � � � � ��

�{ � {� � � � � z �� � � {� � � �� � � A� A � � z � � �� � � � � { � � { � �� � � � � � � � � � � �� {� � �

Np� � ¤ � � � � �� { � � �� � � �� � � { � {� � � � � { � � � � �� B� � { �� � �� � � � � � � �� � { � �

� � �� B� � { �� ¤� � � � �� �� � { � � �� � � � � { � �� � �{� � �� � �� � � � � � � �� � � { � � �

� � � � � � � � z ¤ � � �� � � �Ò ¤� � �� { �� z �� � � � ��� � �� � { � � � � {� � � �� � { � � ��� � ��

� � { � �   � � � {� � � £O� � {� � � � � � � � z � � �� �� � � � � � �� � � � �� � � �� � �� � � {� � � �

Np ∼ pαH |p3|β � A� � �

� � � � {Ñ



< Ṅ(pH , p3) >∼
∫
dkH dlH dk3 dl3 δ(k3 + l3 − p3)

kH lH
4 {

Xkl,p

[
kαH l

α
H k

β
3 l
β
3 − kαH pαH kβ3 pβ3 − lαH pαH lβ3 pβ3

]

×
[
1−(

pH
kH

)2α+6(
p3

k3
)2β+2−(

pH
lH

)2α+6(
p3

k3
)2β+2

]
δ
(kH
k3

+
lH
l3
−pH
p3

)
}+

2

∫
dkH dlH dk3 dl3 δ(k3 + l3 − p3)

kH lH
4 {

Y +
kl,p

[
kαH l

α
H k

β
3 l
β
3 + kαH p

α
H k

β
3 p

β
3 − lαH pαH lβ3 pβ3

]

×
[
1−(

pH
kH

)2α+6(
p3

k3
)2β+2+(

pH
lH

)2α+6(
p3

l3
)2β+2

]
δ
( lH
l3

+
pH
p3
−kH
k3

)
}

� A� # �

� � { � 4 = 1
4 [2(p2

Hk
2
H + p2

H l
2
H + l2Hk

2
H)− p4

H − k4
H − l4H ]

1
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